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高面板坝地震动三维非一致输入的波函数组合法①

姚 虞,刘天云,张建民
(清华大学水沙科学与水利水电工程国家重点实验室,北京 100084)

摘要:提出三维问题的波函数组合法求解不规则河谷的散射问题,应用到高面板坝动力有限元计算

的地震动输入中,可以满足非一致输入的要求,并回避人工边界对外行波的反射问题。重点介绍三

维问题的波函数组合法的理论推导和程序的算例验证,并给出将该方法应用到高面板坝地震动输

入的基本步骤。
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WaveFunctionCombinationMethodUsedforThree-dimensionalNon-
uniformInputofEarthquakeMotioninHighConcrete-facedRockfillDam

YAOYu,LIUTian-yun,ZHANGJian-min
(StateKeyLaboratoryofHydroscienceandEngineering,TsinghuaUniversity,Beijing 100084,China)

Abstract:Thescatteringproblemofelasticwavesisofgreatengineeringsignificance,especiallyin
earthquakeengineering.Frequently,theresponseofthescattererisneededtoevaluatethesafety
ofstructuresduringearthquakes.Thegroundmotioncanbeusedasdynamicinputforthefinite-
elementmethodcalculation,whichisawaytorealizethenon-uniforminput.Thisarticleputsfor-
wardthewavefunctioncombinationmethodforathree-dimensional(3D)problemtosolvetheir-
regularvalleyscatteringproblem.Theapplicationoftheearthquakeinputtothedynamicfinite-
elementcalculationforahigh-facerockfilldamcanmeettherequirementfornon-uniforminput
and,atthesametime,avoidtheproblemofthereflectionoftheoutwardwavebytheartificial
boundary.Thetheoreticalderivationofthewavefunctioncombinationmethodforthe3Dproblem
andthevalidationoftheprogramareintroduced,asarethebasicstepsneededtoapplythismeth-
odtotheearthquakeinput.
Keywords:highconcrete-facedrockfilldam;threedimension;non-uniform;displacementinput

0 引言

高面板坝的抗震设计常常要进行动力有限元计

算,在地震动输入方面会面临两个问题:一是如何反

映地震波的行波效应[1],另一个是如何避免人工边

界对外行波的反射[2]。在目前常用的堆石坝动力分

析程序中这两个问题往往被忽略,代之以均匀输入

和固定边界。对于300m级的高面板坝,地震动作

用的非一致性更加明显,采用简单的均匀输入与实

际有很大差别。

实现非一致输入需要求解计算边界即不规则河

谷各点的振动过程。由于基岩的波阻抗(介质密度

与波速的乘积)远大于坝体,可以通过求解不规则空

心河谷的散射问题得到边界各点的振动过程。

图1表示瑞利波或任意角度的压缩波或剪切波
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入射到半空间不规则河谷的示意图。要求解的问题

是在任意入射波的作用下河谷边界任意一点的震动

过程。若能求解不规则河谷任意一点的震动过程,
则该解可作为河谷内土石坝地震动响应有限元求解

的输入。这种输入方式既考虑了地震动作用的非一

致性,又回避了人工边界对外行波的反射问题。

图1 半空间不规则河谷入射波示意图

Fig.1 Incidentwaveatanirregularvalleyinahalf-space

  弹 性 波 的 散 射 问 题 已 有 很 长 的 研 究 历 史。

Sezawa在1927年完成了对球、圆柱和椭圆柱体在P
波入射情况下的散射问题的研究,利用特殊波函数

构造了问题的解。之后对散射问题的研究陆续展

开,并形成了一些方法。Nishimura[3]解决了各向同

性介质中球体空洞的动应力集中问题。同一时期,

Pao和 Mow等[4]还探讨了圆柱体内含物的动应力

集中问题。Baron等[5]率先对弹性介质中圆柱形空

腔引起的脉冲散射问题进行了分析,使用积分变换

和波函数展开法给出了压缩波散射的解析解;对于

球形内含物和空腔的瞬态效应,Mow和 Miklowitz
进行了求解[6-8]。Datta等[9-11]提出采用匹配渐进展

开的方法分析了半空间内含柱形空洞对P波、SV
波和SH波的散射问题,给出了远场的渐近表达式

及相应的数值解。Bostrom和Kristensson等[12]研

究了半空间内球形空洞对Rayleigh波的散射问题。
上世纪80年代,Pao等[13]运用广义射线法讨论了

柱体的瞬态波散射。黎在良和刘殿魁[14]还建立了

一个射线理论用来解各向异性介质中圆柱体对SH
波的散射问题。

近20多年来,由于计算机技术的广泛应用,用
数值化方法求解弹性动力学问题取得了进展。实践

证明这些方法已成为解决波动问题的重要工具。如

廖振鹏[15-16]的结构动力反应的数值模拟以及近场波

动的数值模拟等。另外,对不规则的地形,Sanchez-
Sesma等[17-19]先后采用边界元法和波函数展开法对

二维、三维问题进行了分析,Ray等[20]、刘国利等[21]

分别采用复变函数方法、积分变换和波函数展开相

结合的方法给予分析。

1 方法原理介绍

由弹性力学中线弹性体位移表示的位移运动方

程(Navier方程,不计体力):
(λ+2μ)∇(∇·u)-μ∇×(∇×u)=ρ̈u(1)

其中:λ、μ 为拉梅常数;u 为位移 矢 量。再 考 虑

Helmholtz定理[22]:

u=∇ϕ+∇×ψ,∇·ψ=0 (2)
其中:ϕ为速度场的标量势;ψ 为矢量势。即任意矢

量场可分解为一个无散场和一个无旋场之和。
令u(1)=∇ϕ,u

(2)=∇×ψ,代入Navier方程,得
∇(c2P∇2ϕ-̈ϕ )+∇×(c2S∇2ψ-ψ̈)=0(3)

故只需满足

∇2ϕ=
1
c2Pϕ̈

∇2ψ=
1
c2Sψ̈

∇·ψ=0

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(4)

  在频域内,对于单一频率的波,式(4)的解可写

为分离变量的形式,即

ϕ=ϕ(x,y,z)·eiwt

ψ=ψ(x,y,z)·eiwt} (5)

将式(5)带入式(4),可得

(∇2+p2)ϕ(x,y,z)=0
(∇2+s2)ψ(x,y,z)=0} (6)

  式(6)称为亥姆霍兹方程,是频域内的波动方

程。在给定边界条件下求解式(6)得到位移势函数

之后便可求解位移场。
对于不规则河谷散射问题,要求满足河谷边界

和半空间自由表面面力为零的边界条件。为得到满

足边界条件的解,本文提出一种满足全局边界条件

的波函数组合法,可以考虑包括瑞利波在内的不同

地震波的不同角度入射情况。该方法通过组合体波

函数和Lamb问题的解以满足半空间全局的边界条

件,来求解不规则河谷的散射问题,是一种半解析的

方法。目前已用该方法编写了二维和三维河谷的计

算程序,并分别利用半圆形和半球形河谷与理论解

作对比,验证了程序的正确性。
波函数组合法的基本思路是:
(1)确定入射波自由场应力、位移;
(2)位移、应力波函数展开;
(3)确定自由表面波函数产生的面力;
(4)在半无限空间自由表面反向叠加波函数产

生的面力,求解Lamb问题计算散射边界次生面力;
(5)匹配散射边界处自由场面力、波函数产生
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的面力与Lamb解产生的面力,形成散射边界无面

力状态;
(6)叠加散射边界处自由场、波函数和Lamb

解产生的位移,得到散射边界的总位移。
对于二维波函数组合法的理论推导及程序验

证,作者已在文献[23]中有所介绍。本文主要介绍

三维波函数组合法。

2 三维波函数组合法理论推导

球坐标下,式(6)有分离变量形式的通解:

ϕ=∑
N

n=0
∑
n

m=0
Am

nZi
n(pr)Pm

n(cosθ)expi(mφ-ωt)[ ]

Ψ =∑
N

n=0
∑
n

m=0
Bm

nZi
n(sr)Pm

n(cosθ)expi(mφ-ωt)[ ]

χ=∑
N

n=0
∑
n

m=0
Cm

nZi
n(sr)Pm

n(cosθ)expi(mφ-ωt)[ ]
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ï
ï
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ï
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(7)

其中Zi
n 为n 阶i类球贝塞尔函数;Pm

n 为n 阶m 次

连带勒让德多项式。定出三个势函数系数Am
n、Bm

n、

Cm
n 则可求得问题的解。

用波函数表达三维半空间的应力场和位移场的

方法与二维的方法基本一致,其表达式可参见文献

[24]。三维问题的难点在于三维非轴对称Lamb问

题的求解。
由于波函数展开法不能满足水平自由表面的边

界条件,存在残余正应力σ 与参与剪应力τ。为满

足自由表面条件,提出在表面处施加与残余面力相

反方向的虚拟面力-σ与-τ(图2)。

图2 自由表面残余面力的消除

Fig.2 Eliminationofresidualforceonafreesurface

  波数域内,三维兰姆问题的控制方程为:
(∇2+p2)ϕ=0
(∇2+s2)Ψ =0} (8)

其中ϕ 和Ψ 满足

u1=
􀆟ϕ
􀆟x1

+
􀆟2Ψ

􀆟x1􀆟x3

u2=
􀆟ϕ
􀆟x2

+
􀆟2Ψ

􀆟x2􀆟x3

u3=
􀆟ϕ
􀆟x3

+
􀆟2Ψ
􀆟x2

3
+k2Ψ
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  满足以上两式的三个势函数:

ϕ=φ=A(k)Jn(kr)einθeiγPz

Ψ1=Ψ =B(k)Jn(kr)einθeiγPz

Ψ2=χ=C(k)Jn(kr)einθeiγPz
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(10)

其中γ2
P=p2-k2,γ2

S=s2-k2,p 和s分别为压缩波

和剪切波波数。由位移和势函数关系,结合广义胡

克定律可得位移和应力的表达式。其中

σzz(k)=A(k)2μ
r2

k2r2-
s2r2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷Jn(kr)einθeiγPz +

    C(k)2μ
r2

iγSk2r2Jn(kr)einθeiγSz

σrz(k)=A(k)2μ
r2

iγPr(-nJn(kr)+

    krJn-1(kr))einθeiγPz -

    B(k)2μ
r2
·1
2γSrnJn(kr)einθeiγPz +

    C(k)2μ
r2
·1
2r
(k2-γ2

S)r2 -nJn(kr)+[

    krJn-1(kr)]einθeiγPz

σθz(k)=-A(k)2μ
r2

nγPrJn(kr)einθeiγPz +B(k)2μ
r2

    ·12iγSrnJn(kr)-krJn-1(kr)[ ]einθeiγPz +

    C(k)2μ
r2
·inr
2
(k2-γ2

S)Jn(kr)einθeiγPz
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  将三个边界应力进行组合,有

σn
zz(r)|z=0=∫

∞

0

2μ k-
s2

2k
æ

è
ç

ö

ø
÷A(k)+

é

ë
êê   

    iγSkC(k)]kJn(kr)dk
σn

rz(r)|z=0-iσn
θz(r)|z=0=    

    ∫
∞

0

2μiγPA(k)-
γS

2B(k)+
é

ë
êê

    
k2-γ2

S

2 C(k)
ù

û
úúkJn-1(kr)dk
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rz(r)|z=0+iσn
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  分别对σn

zz(r)|z=0、σn
rz(r)|z=0-iσn

θz(r)|z=0和

σn
rz(r)|z=0+iσn

θz(r)|z=0进行n 阶、n-1阶和n+1
阶的汉克尔变换得到∑1、∑2 和∑3,则可得三个代

数方程:
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k2-γ2
S

2k A(k)+iγSkC(k)=
∑1

2μ

iγpA(k)-
γS

2B(k)+
k2-γ2

S

2 C(k)=∑2

2μ

-iγPA(k)-
γS

2B(k)-
k2-γ2

S

2 C(k)=∑3

2μ
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解得

A=
k(k2-γ2

S)∑1-iγSk2(∑2-∑3
)

μ (k2-γ2
S)2+4γPγSk2[ ]

B=-∑2+∑3

2μγS

C=
(k2-γ2

S)(∑2-∑3
)-4iγPk∑1

2μ (k2-γ2
S)2+4γPγSk2[ ]
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  这样通过计算边界的零面力条件由最小二乘法

定出Am
n、Bm

n、Cm
n,得到波函数和Lamb解组合的位

移场,并获得边界的位移。

3 算例验证

三维程序利用半球形河谷的散射问题进行验

证。验证结果参考文献[18],该文献使用波函数展

开法,将三倍半径范围的半空间自由表面纳入计算

域边界中,忽略三倍半径以外自由表面的边界条件。
文献中提供了不同频率P波垂直向上入射的结果,
笔者用本方法计算出相应的结果以进行对比(图

3)。

  从图3中可以看出,采用本文方法计算的结果

与文献[18]计算的结果接近,从而验证了三维程序

的正确性。

4 应用方法

地震从远处传到坝址建基面,输入坝体内部,引
起坝体的变形和破坏。为模拟地震输入情况,需要

以下条件:(1)入射方位与入射角;(2)入射波形式;
(3)地震时程。

首先,将地震时程S(t)(一般是间隔0.02s的

离散记录)通过FFT获得功率谱曲线W(ω);
第二,将功率谱曲线W(ω)等间隔离散,如:Δω

=0.5,获得一系列谐波Wi;
第三,将谐波以给定的波形与入射方位角作为

坝址场地自由场的入射波,通过波函数组合法获得

建基面的散射场位移Ws
i(x);

图3 P波垂直入射半球形河谷边界位移放大系数

Fig.3 Displacementamplificationfactorofhemispherical
valleyboundaryunderverticalincidenceofPwave

第四,对所有离散频点进行第三步的计算,可获

得坝址建基面散射场位移谱Ws(x,ω);
第五,应用逆FFT,获得坝址建基面散射场的

位移时程ws(x,t)。
最后,将 获 得 的 建 基 面 时 程 作 为 输 入 位 移

ub={ws(xi,t)},求解如下动力方程:

Mss  0
0   Mbb

æ

è
ç

ö

ø
÷
üs

üb

æ

è
çç

ö

ø
÷÷+

Css  Csb

Cbs  Cbb

æ

è
ç

ö

ø
÷
u̇s

u̇s

æ

è
çç

ö

ø
÷÷+
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Kss  Ksb

Kbs  Kbb
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ø
÷=

0
0
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è
ç

ö

ø
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式中下标s为结构结点量;b为坝基结点量;us 为结

构结点位移向量。

5 结论

本文提出的三维波函数组合法可解决三维半空

间内任意空心体的散射问题。其基本思路是将地震

波转换到频域之后离散,对每种频率的波通过组合

波函数和Lamb问题的解,使得边界零面力条件得

到满足,再由波函数和Lamb问题的解得到边界的

频域内的位移,最后转换回时域,得到边界的位移时

程。由于堆石体的波阻抗相对于基岩很小,可将该

边界位移时程作为坝体动力有限元计算的输入。
通过对半球形河谷在P波垂直入射条件下的

散射问题进行编程计算,初步验证了理论的正确性。
将该方法应用到高面板坝地震动输入中,可以考虑

地震动作用的非一致性,并回避人工边界对外行波

的散射问题。
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