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摘要:采用波函数展开法结合格拉夫加法定理分析单排实心弹性桩的SH 波散射问题,通过改变单

一变量,分析桩土剪切模量之比、桩体个数等因素对排桩隔振的影响效果,得到如下结论:当无量纲

频率为低频和中频时,排桩后无量纲位移曲线在无限远处趋于０,随着桩体根数的增加隔振效果逐

渐提高;在排桩后０~７０a(a 为桩径)范围内无量纲位移之比变化幅度较大,且不稳定,隔振效果较

差;当桩土剪切模量之比小于５００时,在２５０a~３８０a 范围内减隔振效果较好;当桩土剪切模量之

比大于或等于５００时,隔振效果并不会随着其增加而大幅增加,即此时可将桩体认为是刚性桩体.
当无量纲频率为中频时,在１００a~１２０a 范围内隔振效果较好,之后此范围内无量纲位移之比先骤

升后逐渐下降,但当无量纲频率上升为高频时,各桩体根数下排桩隔振效果相差不大,且会在距离

排桩更近处就已经达到很好的隔振效果.
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Abstract:Thescatteringissueofshearhorizontal(SH)wavesfromsolidelasticpilesinasingle
row wasanalyzedusingthewavefunctionexpansiontechniqueandGraf＇sadditiontheorem．By
changingasinglevariable,weanalyzedtheeffectsofthepileＧsoilshearmodulusratioandthe
numberofpilesonthevibrationisolationcapabilitiesofrowpiles．OurresultsshowthatwhendiＧ



mensionlessfrequencyislowtomedium,thedimensionlessdisplacementcurvebeyondtherow
pilestendstozeroatinfinity．Asthenumberofpilesincreases,thevibrationisolationeffectalso
graduallyimproves．However,theratioofdimensionlessdisplacementchangesgreatlyinthe
rangeof０－７０afollowingthepiles,leadingtounstableandpoorvibrationisolationperformance．
WhenthepileＧsoilshearmodulusratioislessthan５００,thevibrationisolationeffectwithinthe
rangeof２５０a－３８０aprovestobesatisfactory．Conversely,whenthepileＧsoilshearmodulusratio
isequaltoorexceeds５００,thereisnosubstantialincreaseinthevibrationisolationeffect．This
suggeststhatthepilecanberegardedasarigidpileatthistime．IninstancesofmediumdimenＧ
sionlessfrequency,thevibrationisolationeffectperformswellwithinthe１００a－１２０arange．The
ratioofdimensionlessdisplacementinthisrangeexperiencesasuddenincreasebeforegraduallydeＧ
creasing．However,asthedimensionlessfrequencyescalatestohighfrequencies,thevibrationisolation
effectshowsminorvariationwithdifferentnumbersandexhibitsgoodperformanceclosetotherowpiles．
Keywords:wavefunctionexpansionmethod;Graf＇sadditiontheorem;vibrationisolationeffect

０　引言

列车运行引起振动造成的危害不仅会给社会发

展造成严重的经济损失,还会使人产生一系列心理

和生理的健康问题.因此,减弱或者消除振动造成

的影响成为亟待解决的问题.目前,被动隔振领域

具有较多的研究成果,其中连续型隔振屏障,例如空

沟、填充沟、地下连续墙等隔振措施在实际工程中应

用较广泛.非连续型隔振屏障,例如单排桩、多排桩

等隔振措施因为施工成本较高,导致其应用发展受

到了限制.但由于非连续型隔振屏障具有简便、维
护成本较低,且能够应用于地质条件较差的地区,在
加强地基承载力的同时能够保持自身强度,因此非

连续型隔振屏障仍有其研究价值.
振动波的散射作用在非连续型隔振屏障的隔振

机理中起着决定性作用,国内外学者对其展开了多

方面的研究.Avilés等[１]采用波动理论,得出了均

质弹性土体中单排弹性实心桩屏障对平面SV 波的

阻隔效果,以及单排刚性实心桩屏障对平面SV波、

P波和SH 波阻隔效果的精确解.徐平等[２]采用波

函数展开法,得到了非连续弹性圆柱实心桩屏障对

入射平面P波和SH 波散射系数的理论解.夏唐代

等[３]和孙苗苗[４]运用多重散射理论,分析任意布置

的排桩屏障对弹性波的散射问题并进行了解析求

解.Pu等[５]采用毕奥特理论和FloquetＧBloch理论

简化分析桩Ｇ土系统,发现瑞利波衰减的频率范围和

屏蔽能力分别与理论衰减区和衰减系数相吻合.蔡

袁强等[６]基于饱和土弹性波动方程,考虑土体和水

耦合作用的影响,分析了全空间均质饱和土中弹性

排桩对入射平面S波的散射问题.侯键等[７]对于平

面SH 波入射下刚性桩隔振屏障的散射问题提出多

重散射求解法,求得了SH 波入射下任意排列、任意

半径固定刚性桩多重散射的精确解.Ren等[８]基于

Bornitz方程,提出了层状均质介质的衰减模型,并
用其估算软土区域高等级公路的典型路基和地基中

不同深度的垂直振动水平.章敏等[９]研究了双层非

饱和地基中Rayleigh波的传播特性问题,发现RayＧ
leigh波波速随着饱和度的增加呈线性下降趋势,对
于上软下硬地层,上覆层厚度的增加会导致波速减

小,并逐渐趋向于上覆土本身的 Rayleigh波速.时

刚等[１０]以薄层法(TLM)基本解作为动力 Green函

数的饱和土半解析边界元法,有效地分析了饱和半

空间的土Ｇ结构动力相互作用问题.陈炜昀等[１１]分

析了非饱和地基表面不透水(气)和透水(气)两类条

件下Rayleigh波的弥散特性.刘中宪等[１２]运用一

种高精度的间接边界积分方程法,对P波、SV 波下

二维排桩的隔振效果进行了宽频带计算分析.
上述研究多采用单重散射求解排桩散射问题,

而实际散射作用是经过无限重散射综合得出的结

果.本文采用波函数展开法结合格拉夫(Graf)加法

定理分析单排实心弹性桩的SH 波散射问题,将三

维矢量波问题简化为二维标量波问题,将波函数按

FourierＧBessel级数展开,依据边界条件求解出级数

展开式中的系数,最终得到平面直角坐标系下的总

波场位移公式;通过改变单一变量,研究桩土剪切模

量之比、桩体个数两因素对排桩隔振的影响效果,并
给出实际工程的参考数值.

１　公式模型

假设单排圆柱弹性实心桩位于各向同性半无限

均质弹性地基中,入射SH 波的偏振方向与桩轴一
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致,因此不会与其他体波(P波、SV 波等)中的波传

播和散射问题产生耦合效应;同时假定桩身长度远

大于直径,将繁琐的三维数学散射求解问题简化为

较为简单的二维平面问题.
设入射SH 波入射角为 Ψ,整体直角坐标系

(x,y)对应的极坐标系为(r,θ),排桩沿x 轴横向布

置,y 轴为桩体排列的法线方向,桩体标号记为

j(１≤j≤N),任意桩体j 都有独立的直角坐标系

(xj,yj)和极坐标系(rj,θj),以桩体圆心为坐标原

点Oj,半径为a,沿x 轴等间距排列,桩间距为b.
土体材料性质由其拉梅常数λ１、μ１ 及质量密度ρ１

确定;桩体材料性质由其拉梅常数λ２、μ２ 及质量密

度ρ２ 确定;土体中相应的波速为c１,桩体中相应的

波速为c２.
如图１所示,选取一个桩体单元为研究对象,设

该桩体为l号桩体,采用波函数展开法设立该桩体

在(rl,θl)坐标系下的散射波场,并应用 Graf加法

定理将其余桩体的散射波场在(rl,θl)坐标系下表

示,叠加入射波场和所有桩体在土体区域中的散射

波场后,结合桩体域中的透射波场,根据桩土位移边

界条件和应力求解待定系数,从而得到单排分布桩

体模型的解析结果.

图１　单排实心桩、入射平面SH 波及坐标系

Fig．１　SingleＧrowsolidpile,incidentplaneSH waveand
coordinatesystem

入射平面SH 简谐体波应当满足 Helmholtz方

程[１３]:

∂ω
∂x２ ＋

∂ω
∂y２ ＋k２

１ω＝０　 (１)

式中:k１＝
ω
c１

为土体中SH波的波数,c１ 为土体中波

速,ω 为圆频率.
利用桩体的分布特性,l号桩体的散射波场与１号

桩体的散射波场相位差为exp(ik１d１lcosΨ),满足上述

方程的入射SH波在坐标系(xl,yl)下可表示为:

ωinc
１ (xl,yl)＝ω０exp(ik１d１lcosΨ)exp[ik１(xlcosΨ＋

ylsinΨ)] (２)

式中:ωinc
１ 为土体中入射波场位移;ω０ 为入射平面

SH波的位移幅值;k１ 为土体中SH波的波数;i表示

虚数单位;d１l 为l号桩距l号桩的间距.为简化书

写,式中的时间因子exp(－iωt)已略去.
根据波函数展开法,入射平面SH 波的位移在

极坐标系(rl,θl)下的FourierＧBessel级数形式为:

ωinc
１ (rl,θl)＝ω０exp(ik１d１lcosΨ)∑

∞

m＝０
εmimJm(k１rl)

cosm(θl－Ψ) (３)
式中:Jm()为第一类Bessel函数;εm 为Neumamm
因子,εm ＝１(m＝０),εm ＝２(m ≠０);m 为入射波展

开式级数截断项.
土体中由于桩体的存在,任意j 号桩体都会对

入射平面SH 波产生散射作用而形成散射波,同时

由于散射位移场不是关于x 轴对称的,散射波场

sin(nθj)的系数不为０,结合波函数展开法可将散射

位移场表达为:

ωsc
１,j (rj,θj)＝exp(ik１d１jcosΨ)

∑
∞

n＝０
H(１)

n (k１rj)[Aj
ncos(nθj)＋Bj

nsin(nθj)] (４)

式中:上标sc表示散射;H (１)
n ()为第一类 Hankel

函数;Aj
n、Bj

n 均为散射待定系数;n为散射波展开时

级数截断项.
首先为实现所有桩体散射波场的叠加,应用

Graf加法定理[１４],将所有非“l”号桩体的散射波场

统一转换为极坐标系(rl,θl)下的表示,即:

ωsc
１,j (rl,θl)＝exp(ik１d１jcosΨ)

∑
∞

n＝０
Aj

n (－１)n∑
∞

m＝０
Jm(k１rl)

εm

２Kn
m(k１djl)

é

ë
êê 

cos(mθl)＋∑
∞

n＝０
Bj

n (－１)n

∑
∞

m＝０
Jm(k１rl)

εm

２Ln
m(k１djl)sin(mθl)

ù

û
úú (５)

其中:

Kn
m(k１djl)＝ H(１)

n＋m(k１djl)＋(－１)mH(１)
n－m(k１djl)

Ln
m(k１djl)＝ －H(１)

n＋m(k１djl)＋(－１)mH(１)
n－m(k１djl){

(６)
然后,将入射波场式(３)和桩体的散射波场式

(４)叠加,可得土体中在(rl,θl)坐标系下的总波场

位移ω１(rl,θl):

ω１(rl,θl)＝ωinc
１ (rl,θl)＋ωsc

１,l(rl,θl)＋

∑
p(j≠l)

j＝１
ωsc

１,j(rl,θl) (７)

同理根据式(４),l 号桩体内的透射波场位移
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ω２(rl,θl)可表示为:

ω２(rl,θl)＝exp(ik１d１lcosΨ)

∑
∞

n＝０
Jn(k２rl)[Cl

ncos(nθl)＋Dl
nsin(nθl)]

(８)
式中:Cl

n、Dl
n 为桩体中透射波场的待定系数;k２ 为

桩体中SH 波的波数.
根据桩体Ｇ土边界的应力和位移连续条件,在rl

＝a 处,有:

ω１(rl,θl)＝ω２(rl,θl)

μ１
∂ω１(rl,θl)

∂rl
＝μ２

∂ω２(rl,θl)
∂rl

ì

î

í

ïï

ïï
　 (９)

将式(３)~ (６)代入式(７)可得到(rl,θl)坐标

系下的总波场位移:

　　ω１(rl,θl)＝ωinc
１ (rl,θl)＋ωsc

１,l(rl,θl)＋

∑
p(j≠l)

j＝１
ωsc

１,j(rl,θl) (１０)

将式(７)和式(８)代入式(９)可得到:

ω０exp(ik１d１lcosΨ)∑
∞

m＝０
εmimJm(k１rl)cos(mθl)＋exp(ik１d１lcosΨ)∑

∞

m＝０
H (１)

m (k１rl)Al
mcos(mθl)＋

∑
p(j≠０)

j＝１
exp(ik１d１jcosΨ)∑

∞

n＝０
Aj

n (－１)n∑
∞

m＝０
Jm(k１rl)

εm

２Kn
m(k１djl)cos(mθl)

é

ë
êê

ù

û
úú＝

∑
∞

m＝０
Jm(k２rl)Cl

mcos(mθl) (１１)

ω０exp(ik１d１lcosΨ)∑
∞

m＝０
εmimJ′

m(k１rl)cos(mθl)＋exp(ik１d１lcosΨ)∑
∞

m＝０
H (１)′

m (k１rl)Al
mcos(mθl)＋

k２μ２

k１μ１
∑

p(j≠０)

j＝１
exp(ik１d１jcosΨ)∑

∞

n＝０
Aj

n (－１)n∑
∞

m＝０
J′

m(k１rl)
εm

２Kn
m(k１djl)cos(mθl)

é

ë
êê

ù

û
úú＝

∑
∞

m＝０
J′

m(k２rl)Cl
mcos(mθl) (１２)

ω０exp(ik１d１lcosΨ)∑
∞

m＝０
εmimJm(k１r０)sin(mθl)＋exp(ik１d１lcosΨ)∑

∞

m＝０
H (１)

n (k１rl)Bl
nsin(mθl)＋

∑
p(j≠０)

j＝１
exp(ik１d１jcosΨ)∑

∞

n＝０
Bj

n (－１)n∑
∞

m＝０
Jm(k１rl)

εm

２Ln
m(k１djl)sin(mθl)

é

ë
êê

ù

û
úú＝

∑
∞

m＝０
Jm(k２rl)Dl

msin(mθl) (１３)

ω０exp(ik１d１lcosΨ)∑
∞

m＝０
εmimJ′

m(k１rl)sin(mθl)＋exp(ik１d１lcosΨ)∑
∞

m＝０
H (１)′

n (k１rl)B０
nsin(mθl)＋

k２μ２

k１μ１
∑

p(j≠l)

j＝１
exp(ik１d１jcosΨ)∑

∞

n＝０
Bj

n (－１)n∑
∞

m＝０
J′

m(k１rl)
εm

２Ln
m(k１djl)sin(mθl)

é

ë
êê

ù

û
úú＝

∑
∞

m＝０
J′

m(k２rl)Dl
msin(mθl) (１４)

　　 将Al
n、Bl

n 的系数解代入到式(１０),即可得到在

(rl,θl)坐标系下的总波场ω１.
对位移场的频率进行归一化处理,设土体中的

无量纲频率η为:

η＝
ωa１

πc１
＝

２a１

λ１
＝
k１a１

π 　 (１５)

式中:λ１ 为土体中SH 波的波长;c１ 为土体中平面

SH 波波速.

２　有效性验证

模拟试验地基选在室内,尺寸为４m(长)×４m
(宽)×１．４m(高),上层为深０．４m 的匀质黏土层,

下层为深１m 的匀质砂层,如图２所示.土体参

数列于表１,试验所用混凝土桩强度等级为C３０,密

图２　地基构造(单位:mm)
Fig．２　Foundationstructure(Unit:mm)
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度ρ＝２３７４kg/m３,剪切模量G＝１２．７８×１０３ MPa,
桩径为１０cm(长)×１０cm(宽)的实心方桩,以单倍

桩距沿中线横向布置,如图３所示.
表１　试验场地土体参数

Table１　Soilparametersofthetestsite
黏土 砂土

湿密度/(g/cm３) １．６３ １．９５
含水量/％ ２８．５ １９．１

重度/(kN/m３) １９．６ １８．０
饱和度/％ ８７．９ ７４．４
孔隙比 ０．７１６ ０．６１０
液限/％ ３６．５ Ｇ
塑限/％ ２１．３ Ｇ

图３　试验仪器

Fig．３　Testequipment

　　试验采用 WSＧZ３０振动台控制系统,主要包括

激振器、信号发生器和核心部件三部分,其中核心部

件包括电荷放大器、功率放大器、数据采集控制器、
加速度计放大器及加速度传感器等.各部分及其连

接详见图３.
理论分析模型与模型试验变量参数均取７根

桩,桩径a 取１０cm,桩间距b 取２倍的桩径,均用

ω/ω０ 表示归一化后的无量纲位移,其中ω 为平

面SH 波入射下自由场和散射场的总位移,ω０ 为平

面SH 波入射下位移幅值,通过比较两种结果(表

２),并得出曲线图(图４).结果表明,本算例与模拟

试验结果变化趋势一致,从而验证了本算例的正

确性.

３　结果分析

３．１　桩土剪切模量对排桩隔振效果的影响

桩间距是影响入射波、散射波与透射波在同一

介质点合相位大小的重要因素.为了分析桩土剪切

模量对排桩隔振效果的影响,桩径a 取１,桩间距b
分别取１a、２a、３a、５a,其余变量参数取值与有效性

验证部分一致,绘制出不同桩土剪切模量之比下排

桩 后的无量纲位移曲线(图５).由图５可知,随着

表２　数据对比参照表

Table２　Datacomparisonandreferencetable

桩后距离
无量纲位移 ω/ω０

a ２a ３a ４a ５a ６a ７a ８a ９a １０a １１a １２a １３a １４a １５a １６a
理论分析模型 ２．１０ ０．１１ １．０３ ２．４９ １．０６ ２．６１ ０．７０ １．８４ １．８８ ０．７６ ２．１２ ０．６１ １．５８ １．６３ ０．７３ １．６３

模拟试验 ２．３０ ０．０１ １．１１ １．９４ １．１３ ２．１８ ０．８２ １．８６ １．１３ １．００ １．８１ ０．５０ １．９３ １．８３ １．１７ １．４７

图４　有效性验证

Fig．４　Validationverification

桩间距b的增加,排桩隔振效果逐渐变好,但当桩间

距b由３a 增加至５a 时,排桩隔振效果明显变差;
在排桩后０~７０a 范围内,无量纲位移之比变化幅

度较大,且尚不稳定,隔振效果较差;之后无量纲位

移之比逐渐下降至稳定值.当桩土剪切模量之比小

于５００时,排桩后无量纲位移曲线在２５０a~３８０a
范围内出现最低点,后又呈现上升趋势;当桩土剪切

模量之比大于或等于５００时,排桩后无量纲位移无

最低点且几乎无变化,此时可将桩体认为是刚性

桩体.

３．２　桩体根数对排桩隔振效果的影响

为了分析桩体根数对排桩隔振效果的影响,桩
间距b取３a,桩土剪切模量之比取５００,其余变量参

数取值与２．１节一致,绘制出不用桩体根数下排桩

后的无量纲位移曲线(图６).由图６可以看出,当
无量纲频率为０．４时,排桩后无量纲位移曲线与以

上规律一致,在无限远处趋于０,同时随着桩体根数

的增加无量纲位移之比降低.当无量纲频率为１．５
时,０~９０a范围内无量纲位移之比变化较大,且在
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图５　不同桩间距下桩土剪切模量之比随距离

变化曲线

Fig．５　VariationcurveofpileＧsoilshearmodulusratiowith
distanceunderdifferentpilespacings

１００a~１２０a 范围内隔振效果较好,之后该范围内无

量纲位移之比先骤升后逐渐下降至１.当无量纲频

图６　不同频率下桩体根数随距离变化曲线

Fig．６　Variationcurveofthenumberofpileswith
distanceatdifferentfrequencies

率为３．０时,各桩体根数下排桩隔振效果相差不大,
排桩后无量纲位移在２０a 处下降至１以下,与之前

两个无量纲频率相比,排桩在更靠前的位置达到更

好的隔振效果.

４　结论

本文采用波函数展开法结合格拉夫加法定理分

析单排实心弹性桩的SH 波散射问题,通过改变单

一变量,研究桩土剪切模量之比、桩体个数因素对排

桩隔振的影响效果,并结合实际工程的参考数值,得
到如下结论:
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(１)在排桩后０~７０a 范围内,无量纲位移之比

变化幅度较大,且不稳定,隔振效果较差.当桩土剪

切模量之比小于５００时,在２５０a~３８０a 范围内隔

振效果较好;当桩土剪切模量之比大于等于５００时,
随着桩土剪切模量之比增加,隔振效果并不会大幅

增加,即此时可将桩体认为是刚性桩体.
(２)当无量纲频率为０．４时,排桩后无量纲位

移曲线在无限远处趋于０,随着桩体根数的增加,隔
振效果逐渐提高.当无量纲频率为１．５时,０~９０a
范围内无量纲位移之比变化较大,在１００a~１２０a
范围内隔振效果较好,之后此范围内无量纲位移之

比先骤升后逐渐下降至１.当无量纲频率为３．０时,
各桩体根数下排桩隔振效果相差较小,排桩后无量

纲位移在２０a 处就已经下降至１以下,与之前两个

无量纲频率相比,可在更靠前的位置达到良好隔振

效果.
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