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用线性规划法求解克立格估值权系数的研究
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[摘　要 ]基于线性规划原理 ,针对各种克立格法提出了相应的能考虑到权值非负约束的求解权系数的线性规

划方法。用该方法求解估值权系数具有以下优点 : (1)与克立格方程组法相比 ,可考虑到估值权系数的非负约束条

件 ; (2)与二次规划法相比 ,不仅计算原理比较简单 ,而且还可大大减少计算工作量 ,具有实用价值。
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0　前　言

克立格法作为一种可对区域化变量求最优、线

性、无偏内插估计值的方法在线性地质统计学中占

有重要地位。目前 ,各种克立格法中的估值权系数

都是通过求解与之相应的克立格方程组来获得[1 ]。

然而 ,在用克立格方程组计算估值权系数时 ,由于未

对权的符号附加任何限制 ,这样便使得由克立格方

程组计算出的权值常常出现负值。负权的存在有以

下弊端[2 ,3 ] : (1)负权无任何物理意义 ; (2)负权可能

导致得出负的估计值 ,而负的估计值在实际应用中

通常毫无意义 ; (3)负权的存在可能使估计值奇异 ;

(4)负权会引起估值的高度不稳定。因此 ,在实际应

用中 ,有必要考虑对估值权系数作非负要求。如果

考虑到权值的非负约束 ,则在计算估值权系数时就

不能仅靠求解克立格方程组来实现 ,而是需要求解

相应的二次规划问题。然而 ,由于二次规划在求解

过程中计算工作量十分庞大 ,需要占用大量机时 ,实

用性差。即使是普通克立格法这样一个最简单、最

基本的问题 ,采用二次规划求解权系数也是一件很

困难的事 ,这从 Barnes和 Johnson针对普通克立格法

所提出的一种基于 Kuhn - Tucher 条件的正克立格

算法就可见一斑[2 ]。至于相对普通克立格法而言更

为复杂的泛克立格法、协同克立格法等 ,目前尚未有

人提出过相应的能有效解决权值非负约束的求解办

法。为此 ,本文基于线性规划原理针对各种克立格

法提出了相应的能考虑到权值非负约束的求解权系

数的线性规划方法。用线性规划方法求解估值权系

数具有以下优点 : (1)与克立格方程组法相比 ,可考

虑到估值权系数的非负约束条件 ; (2)与二次规划法

相比 ,不仅计算原理比较简单 ,而且还可大大减少计

算工作量 ,具有实用价值。

1　方法原理

用线性规划法求解克立格估值权系数的基本思

路是 :由于采用求解克立格方程组的方法不能保证

所有权值均能满足非负要求 ,而按二次规划问题求

解又十分繁杂、计算工作量大。因此 ,一个折衷的方

法是在保证所有权值满足非负条件及估值无偏这两

个前提下尽可能使估值满足最优性条件。由于克立

格方程组所求出的估值权系数能够使估值达到最

优 ,因此 ,可以认为要使估值尽可能最优就相当于要

使估值权系数尽可能满足克立格方程组。这样就可

将在各种克立格法中通过求解克立格方程组获得估

值权系数的问题转化成相应的能考虑到估值权系数

非负要求的线性规划问题。基于上述思想 ,本文分

别对普通克立格法、泛克立格法、协同克立格法、指

示克立格法中有关权系数的求法作了分析探讨。

1. 1　普通克立格法

在不考虑估值权系数非负约束的条件下 ,普通

克立格法是通过求解如下一个普通克立格方程组来

获得权系数的

∑
n

β= 1

λβγ( Xα , Xβ) +μ =γ( Xα, X)

　　　　　(α = 1 ,2 , ⋯, n)

∑
n

β= 1

λβ = 1

(1)

式中 ,λα(α = 1 ,2 , ⋯, n) —估值权系数。若要考虑
到权系数的非负性 ,令

tα = γ( Xα , X) - ∑
n

β=1

λβγ( Xα , Xβ) - μ

　　　　(α = 1 ,2 , ⋯, n) (2)

μ =μ1 - μ2　　且μ1 ≥0、μ2 ≥0 (3)

　　这样 ,求解 (1)式这个普通克立格方程组的问题
就可转化成如下的一个线性规划问题 :
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min S = ∑
n

α=1
tα

s.t. 　tα ≥γ( X , Xα) - ∑
n

β=1

λβγ( Xα, Xβ) - μ1 +μ2

　　　tα ≥- {γ( X , Xβ) - ∑
n

β=1

λβγ( Xα, Xβ) -μ1+μ2}

　　　∑
n

α= 1

λα = 1

　　　λα ≥0

　　　tα ≥0

　　　μ1 ≥0

　　　μ2 ≥0

　　　(α = 1 ,2 , ⋯, n) 。

(4)

　　进一步可将上式写成 :

min S = ∑
n

α=1
tα

s.t. 　tα + ∑
n

β=1

λβγ( Xα, Xβ) +μ1 - μ2 ≥γ( Xα, X)

　　　- tα + ∑
n

β=1

λβγ( Xα, Xβ) +μ1 - μ2 ≤γ( Xα, X)

　　　∑
n

α=1

λα = 1

　　　λα ≥0

　　　tα ≥0

　　　μ1 ≥0

　　　μ2 ≥0

　　　(α = 1 ,2 ,⋯, n)。

(5)

　　利用 (5)这样一个线性规划求出的估值权系数

就可满足非负要求并且能使估值尽可能达到最优。

1. 2　泛克立格法

1. 2. 1　区域化变量的泛克立格估值

在不考虑估值权系数非负约束的条件下 ,区域

化变量的泛克立格估值是通过求解如下一个泛克立

格方程组来获得权系数的

∑
n

β=1

λβγ( Xα, Xβ) + ∑
K

l =0

μlf l ( Xα) =γ( Xα, X)

　　　　(α = 1 ,2 ,⋯, n)

∑
n

α=1

λαf l ( Xα) = f l ( X) 　( l = 1 ,2 ,⋯, K)

(6)

式中 ,λα(α = 1 ,2 , ⋯, n) 为估值权系数。若要考虑

到估值权系数的非负性 ,令

tα = γ( Xα , X) - ∑
n

β= 1

λβγ( Xα , Xβ) - ∑
K

l = 1

μlf l ( Xα)

　　　　(α = 1 ,2 , ⋯, n) (7)

μl =μl′- μl″,μl′≥0 ,μl″≥0

( l = 1 ,2 ,⋯, K) (8)

则求解 (6)式这样一个泛克立格方程组的问题就可

转化成如下的一个线性规划问题 :

min S = ∑
n

α=1

tα

s.t. 　tα ≥γ( Xα, X) - ∑
n

β=1

λβγ( Xα, Xβ) -

　　　　　∑
K

l =1

(μl′- μl″) f l ( Xα)

　　　tα ≥- {γ( Xα, X) - ∑
n

β=1

λβγ( Xα, Xβ) -

　　　　　∑
K

l =1

(μl′- μl″) f l ( Xα)}

　　　∑
n

β=1

λβf l ( Xβ) = f l ( X)

　　　λα) ≥0

　　　tα ≥0

　　　μl′≥0

　　　μl″≥0

　　　(α = 1 ,2 ,⋯, n ; l = 1 ,2 - ⋯, K)。

(9)

(9)式又可写成 :

min S = ∑
n

α= 1
tα

s. t . 　tα +∑
n

β=1

λβγ( Xα, Xβ) +∑
K

l = 1

μl′f l ( Xα) -

　　　　　∑
K

l = 1

μl″f l ( Xα) ≥γ( Xα , X)

　　　 - tα +∑
n

β= 1

λβγ( Xα , Xβ) +∑
K

l = 1

μl′f l ( Xα) -

　　　　　∑
K

l = 1

μl″f l ( Xα) ≤γ( Xα , X)

　　　∑
n

β=1

λβf l ( Xβ) = f l ( X)

　　　λα ≥0

　　　tα ≥0

　　　μl′≥0

　　　μl″≥0

　　　(α = 1 ,2 , ⋯, n ; l = 1 ,2 , ⋯, K) 。

(10)

1. 2. 2　漂移的泛克立格估值

在不考虑估值权系数非负约束的条件下 ,漂移

的泛克立格估值是通过求解如下一个泛克立格方程

组来获得权系数的 :

∑
n

β= 1

ρβγ( Xα , Xβ) + ∑
K

l =1

μlf l ( Xα) = 0

　　　(α = 1 ,2 , ⋯, n)

∑
n

α= 1

ραf l ( Xα) = f l ( X)

　　　( l = 1 ,2 , ⋯, K)

(11)
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式中 ,ρα(α = 1 ,2 , ⋯, n) 为估值权系数。若要考虑

到权系数的非负性 ,同理 ,可将 (11)式这样一个求解

泛克立格方程组的问题转化成如下的一个线性规划

问题 :

min S = ∑
n

α=1
tα

s.t. 　tα + ∑
n

β=1

ρβγ( Xα, Xβ) + ∑
K

l =1

μl′f l ( Xα) -

　　　　　　　∑
K

l =1

μl″f l ( Xα) ≥0

　　　- tα + ∑
n

β=1

ρβγ( Xα, Xβ) + ∑
K

l =1

μl′f l ( Xα) -

　　　　　　　∑
K

l =1

μl″f l ( Xα) ≤0

　　　∑
n

β=1

ρβf l ( Xβ) = f l ( X)

　　　ρα) ≥0

　　　tα ≥0

　　　μl′≥0

　　　μl″≥0

　　　(α = 1 ,2 ,⋯, n ; l = 1 ,2 ,⋯, K)。

(12)

1. 3　协同克立格法

在不考虑估值权系数非负约束的条件下 ,协同

克立格法是通过求解如下一个协同克立格方程组来

获得权系数的 :

∑
n

β=1

G( Xα, Xβ)Γα +μ =

　　　　G( Xα, X) 　(α = 1 ,2 ,⋯, n)

∑
n

α=1

Γα = I

(13)

其中 ,

Γα =

λα11 λ
α
12 ⋯ λ

α
1 K

λα21 λ
α
22 ⋯ λ

α
2 K

… … … …
λαK1 λ

α
K2 ⋯ λ

α
KK

(α = 1 ,2 ,⋯, n)

为估值权系数 ,μ、G( Xα, Xβ)、G( Xα, X) 为

　　　　μ =

μ11 μ12 ⋯ μ1 K

μ21 μ22 ⋯ μ2 K

… … … …

μK1 μK2 ⋯ μKK

　　　　G( Xα, Xβ) =

　　

γ11 ( Xα, Xβ) γ12 ( Xα, Xβ) ⋯ γ1 K( Xα, Xβ)

γ21 ( Xα, Xβ) γ22 ( Xα, Xβ) ⋯ γ1 K( Xα, Xβ)

… … … …

γK1 ( Xα, Xβ) γK2 ( Xα, Xβ) ⋯ γKK( Xα, Xβ)

　　　　G( Xα, X) =

　　

γ11 ( Xα, X) γ12 ( Xα, X) ⋯ γ1 K( Xα, X)

γ21 ( Xα, X) γ22 ( Xα, X) ⋯ γ1 K( Xα, X)

… … … …

γK1 ( Xα, X) γK2( Xα, X) ⋯ γKK( Xα, X)

I为 K阶单位矩阵。

若要考虑到估值权系数的非负性 ,同理 ,可将求

解 (13)式这样一个协同克立格方程组的问题转化成

如下的一个线性规划问题 :

min S = ∑
n

α=1
Tr[ Tα]

s.t. 　Tα + ∑
n

β=1

G( Xα, Xβ)Γβ +μ1 - μ2 ≥

　　　　　G( Xα, X)

　　　- Tα + ∑
n

β=1
G( Xα, Xβ)Γβ +μ1 - μ2 ≤

　　　　　G( Xα, X)

　　　∑
n

α=1

Γα = I

　　　Γα, Tα,μ1 ,μ2 ≥0

　　　(α = 1 ,2 ,⋯, n)。

(14)

其中 　　Tα =

t1
α

t2
α

ω
tK
α

μ1 =

μ11′μ12′ ⋯ μ1 K′

μ21′μ22′ ⋯ μ2 K′

… … … …

μK1′μK2′ ⋯ μKK′

μ2 =

μ11″μ12″ ⋯ μ1 K″

μ21″μ22″ ⋯ μ2 K″

… … … …

μK1″μK2″ ⋯ μKK″

1. 4　协同泛克立格法

在不考虑估值权系数非负约束的条件下 ,协同

泛克立格法是通过求解如下一个协同泛克立格方程

组来获得权系数的。
　

∑
n

β= 1
G ( Xα , Xβ)Γα + ∑

K

l = 1
Fl ( Xα)μl =

　　　G( Xα , X) 　(α = 1 ,2 , ⋯, n)

∑
n

α= 1
F l ( Xα)Γα = Fl ( X)

　　　　　　　( l = 1 ,2 , ⋯, K)

(15)
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其中 , Γα、G ( Xα , Xβ) 、μ、G ( Xα , X) 意 义 同 前 ;

Fl ( X) = f l ( X) ·I , I为 K阶单位矩阵。若要考虑

到估值权系数的非负性 ,同理 ,可将求解 (15)式这样

一个协同泛克立柜方程组的问题转化成如下的一个

线性规划问题 :

min S = ∑
n

α=1

Tr[ Tr ]

s.t. 　Tα + ∑
n

β=1

G( Xα, Xβ,)Γβ + ∑
K

l =1

Fl ( Xα)μl′- ∑
K

l =1

Fl ( Xα)μl″≥G( Xα, X) 　(α = 1 ,2 ,⋯, n)

　　　- Tα + ∑
n

β=1
G( Xα, Xβ,)Γβ + ∑

K

l =1
Fl ( Xα)μl′- ∑

K

l =1
Fl ( Xα)μl″≤G( Xα, X) 　(α = 1 ,2 ,⋯, n)

　　　∑
n

α=1
Fl ( Xα)Γα( X) = F ( X) 　( l = 1 ,2 ,⋯, K)

　　　Γα ≥0　　(α = 1 ,2 ,⋯, n)

　　　Tα ≥0　　(α = 1 ,2 ,⋯, n)

　　　μl′≥0　　( l = 1 ,2 ,⋯, K)

　　　μl″≥0　　( l = 1 ,2 ,⋯, K)

(16)

式中各符号与前同。

1. 5　指示克立格法

在不考虑估值权系数非负约束的条件下 ,指示

克立格法是通过求解如下一个指示克立格方程组来

获得权系数的。

　

∑
n

β=1

λβ( Z) ·γI ( Xα, Xβ; Z) +μ =

　　　　γI ( Xα,A , Z) 　(α = 1 ,2 ,⋯, n)

　　　　∑
n

α=1

λα( Z) = 1

(17)

式中 ,λα(Z) (α= 1 ,2 ,⋯,n)为估值权系数。若要考虑到

权值的非负性 ,可将求解(17)式这样一个指示克立格方

程组的问题转化成如下的一个线性规划问题。

　

min S = ∑
n

α=1
tα( Z)

s.t. 　tα + ∑
n

β=1

λβ( Z) ·γl ( Xα, Xβ; Z) +

　　　　　　μ1 - μ2 ≥γl ( Xα,A ; Z)

　　　- tα + ∑
n

β=1

λβ( Z) ·γl ( Xα, Xβ; Z) +

　　　　　　μ1 - μ2 ≤γI ( Xα,A ; Z)

　　　∑
n

α=1

λα( Z) = 1

　　　λα( Z) ≥0

　　　tα( Z) ≥0

　　　μ1 ,μ2 ≥0

　　　(α = 1 ,2 ,⋯, n)。

(18)

2　算　例

为验证所提算法的可行性 ,现分别用求解普通

克立格方程组的方法和所提线性规划方法对以下两

个算例进行计算并加以对照比较。

1)算例 1 :设有一平面空间变异几何域Ω,假定

区域化变量 Z 在Ω上满足二阶平稳条件且其变异

函数为如下各向同性球状模型。

γ( h) =

0　　　　　　h = 0

2 + 22 (
3
2
· h

200
-

1
2
· h3

2003

　　　　　0 < h ≤200

22　　　　　h > 200

　　若在Ω内 S1 , S2 , S3 , S4等处取有样品 ,其样

品信息值分别为 Z1 , Z2 , Z3 , Z4 , 如图 1 (a)所示。

Z在S0点处的估计值为 Z0
3 =λ1 Z1 +λ2 Z2 +λ3 Z3

+λ4 Z4。用求解普通克立格方程组的方法求λ1、λ2、

λ3、λ4时 ,其值分别为 :λ1 = 0. 5181 ,λ2 = 0. 0220 ,λ3

= 0. 0886 ,λ4 = 0. 3712 ;用线性规划求解时 ,其值分

别为 :λ1 = 0. 5181 ,λ2 = 0. 0220 ,λ3 = 0. 0886 ,λ4 =

0. 3712。由此可知 ,若两种方法所求权值均满足非

负条件 ,则计算结果相同。因此 ,线性规划方法包含

了克立格方程组方法。然而 ,若用普通克立格方程

组求出的权值并非全部非负 ,则采用线性规划方法

可取得满意效果 ,如算例 2所示。

2)算例 2 :若在算例 1 中的平面变异几何域内

S1 , S2 , S3 , S4 S5 , S6 , S7 , S8 , S9等处取有样品 ,其信

息值分别为 Z1 , Z2 , Z3 , Z4 , Z5 , Z6 , Z7 , Z8 , Z9 ,如图 1

(b)所示。在 S0点 Z0
3 =λ1 Z1 +λ2 Z2 +λ3 Z3 +λ4

Z4 +λ5 Z5 +λ6 Z6 +λ7 Z7 +λ8 Z8 +λ9 Z9。用求解普

通克立格方程组的方法求解时 ,其值分别为 :λ1 =

0. 4914 ,λ2 = 0. 3359 ,λ3 = 0. 1954 ,λ4 = 0. 0521 ,λ5 =

0. 0117 ,λ6 = 0. 0277 ,λ7 = - 0. 0330 ,λ8 = - 0. 0603 ,λ9
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= - 0 . 0212。用线性规划求解时 ,其值分别为 :λ1 =

0. 4705 ,λ2 = 0. 3315 ,λ3 = 0. 1673 ,λ4 = 0. 0350 ,λ5 =

0 ,λ6 = 0 ,λ7 = 0 ,λ8 = 0. 0027 ,λ9 = 0。

图 1　样品位置图

3　结　论

本文所提出用线性规划法求解克立格估值权系

数的方法有以下特点 :

1)考虑了权值的非负约束 ;

2)算例计算表明 ,当用克立格方程组计算出的

权值均满足非负条件时 ,线性规划法与克立格方程

组法具有相同的计算结果 ,这说明线性规划法包含

了克立格方程组法 ;

3)线性规划法与二次规划法相比计算原理简

单、计算速度更快、计算工作量要小得多、具有实用

性。
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