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摘要:两相饱和多孔介质的动力响应问题在地震工程领域具有重要的研究意义,由于涉及到固相和

液相的动力耦合,使得该问题的求解尤为复杂。本文利用Comsol在求解多场耦合问题上的优点,
针对Biot饱和多孔介质u-U 耦合形式下的波动方程特征,经过一系列微分算子运算和矩阵变换得

到导数形式下的波动方程,基于ComsolMultiphysics提供的广义偏微分方程模式对变形后的波动

方程进行求解,并把改进后的无限元边界应用到无限域动力问题的模拟中。通过与饱和多孔介质

动力响应的解析解进行对比,验证模型求解技术的可行性和正确性,并在此基础上讨论饱和土地基

中空沟隔振效果与饱和土体参数孔隙率、泊松比的关系。通过研究分析,可以为饱和土地基中空沟

隔振设计提供一些有价值的参考。
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Abstract:Thedynamicresponseoftwo-phasesaturatedporousmediaisofgreatsignificancein
thefieldofearthquakeengineering.Thesolutiontothisproblemiscomplicatedduetothedynam-
iccouplingbetweenthesolidandliquidphases.So,itsvolatilityisverylargeusinggeneralnu-
mericalsoftware,andtheresultsaregenerallynotideal.Hence,itgreatlyhindersthespeedof
thenumericalmethodsforthestudyofthetwo-phasecouplingproblem.Inthispaper,theadvan-
tagesofCOMSOLinsolvingthemulti-fieldcouplingproblemisutilized,toprovidethewave
equationcharacteristicsoftheBiot-saturatedporousmediumu-Ucoupledmode,usingaseriesof
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differentialoperatorsandmatrixtransformation.Then,thewaveequationofthederivativeisob-
tained,basedonthegeneralizedpartialdifferentialequationmodelintheCOMSOLMultiphysics
moduletosolvetheconvertedwaveequation,andtheimprovedinfiniteelementboundaryisap-

pliedtothesimulationoftheinfinitedomaindynamicproblem.Toprovethescientificnatureof
thismethod,thefollowingmethodsareusedtoverifytheaccuracyofthemethod.Bycomparing
withtheanalyticalsolutionofthedynamicresponseofasaturatedporousmedium,thefeasibility
andcorrectnessoftheproposedmodelisverified,andbasedonthismethod,therelationshipbe-
tweenthescreeningefficiencyoftheopentrenchesinthesaturatedsoilfoundationandthePois-
son'sratioandporosityofthesaturatedsoilarediscussed.Throughtheresearchandanalysisin
thispaper,thesolutiontothenumericalsolutionofthedynamiccouplingequationsofthesatu-
ratedporousmediaisrealized,anditcanalsoprovidesomevaluablereferenceforthedesignof
theopentrenchesvibrationisolationinthesaturatedsoilfoundation.Ontheotherhand,italso

providessomevaluablereferenceforpracticalengineeringapplications.
Keywords:biotsaturatedporous media;u-U coupledformulation;comsol multiphysics;

dynamicload;opentrenches

0 引言

过去研究土体在动力或地震作用下的响应问题

中一般直接把土体简化为弹性介质或黏弹性介质来

考虑,但这并不太符合实际情况,尤其是在分析饱和

黏土、饱和砂土以及饱和多孔岩石介质的问题中。
随着人类认识水平的提高和科学研究的需要,处理

饱和多孔介质问题时采用包含固相和液相的两相饱

和介质模型显得更为科学合理。
目前解决饱和介质动力响应问题多以Biot饱

和多孔介质波动理论[1-2]为基础,Plona在1980年

通过试验证明了Biot动力理论的正确性。
国内外学者分别采用了解析和数值的方法对

Biot动力方程进行了求解,以揭示动力荷载对饱和

多孔介质中两相位移和应力的影响机理和规律。

CHENJ[3]利用Laplace积分变换给出了二维饱和

多孔介质动力响应的解析解,并给出了在阶跃荷载

作用下土中固相位移的瞬态响应规律。赵成刚

等[4-5]采用解耦技术,提出了分析流体饱和多孔介质

中动力反应的显式有限元法并给出一维情况下两相

位移数值解。杜修力等[6]提出基于中心差分法和精

细时程积分法相结合的时域显-隐交替算法,分析了

饱和两相介质动力反应。王进廷等[7]把Lagrange
型二次插值函数近似位移函数,推出了另一种显式

差分法来分析饱和多孔介质动力方程。Simon等[8]

对Biot两相多孔介质动力方程进行了研究,并给出

了在不同动力荷载作用下Biot波动方程的解析解。

Zienkiewicz等[9]又对不同形式的Biot饱和多孔两

相动力方程进行深入研究,通过数值的办法得到了

不同耦合形式方程的数值解。

由于饱和多孔介质动力问题的复杂性,描述该问

题的动力方程是固相和液相相互耦合的二阶偏微分方

程组,采用解析办法求解很困难,现用的较多的是数值

方法。目前求解饱和多孔介质动力响应问题的数值方

法多以有限元方法为主。随着计算机技术的发展,愈
多的研究者开始使用大型计算机有限元软件来分析饱

和多孔介质的动力问题。因而使用有限元软件来求偏

微分方程组的数值解拥有非常广阔的前景。

ComsolMultiphysics有限元软件[10]是一款大

型的高级数值仿真软件,具有高效的非线性微分方

程求解和多场直接耦合分析能力。Comsol自带的

PDE模块可以方便地自定义偏微分方程或偏微分

方程组,且Comsol拥有强大的后处理功能,这为后

期结果的分析提供便利。

本文采用ComsolMultiphysics有限元软件建立饱

和动力问题的分析模型,并求出数值解,通过与现有的

解析解进行对比,验证它的正确性。并将该方法用于

饱和土地基中空沟隔振效果分析中,讨论饱和土地基

中空沟隔振效果与饱和土孔隙率、泊松比的关系。

1 饱和多孔介质动力控制方程

1.1 u-U 形式耦合方程

考虑惯性和黏性耦合作用,以u 和U 分别表示
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流体部分和固体骨架部分的位移,此时Biot波动方

程[11]可以表示为:

N Ñ2u+ Ñ[(A+N)e+Qε]=(ρ11̈u+ρ12̈U)+

b(̇u-U̇) (1)

 Ñ[Qe+Rε]=(ρ12̈u+ρ22̈U)-b(̇u-U̇) (2)
式中:ρ11 =ρ1 +ρa,ρ22 =ρ2 +ρa,ρ12 =-ρa,且

ρ1=(1-n)ρs,ρ2=nρf,b=ηn2

k
,其中ρa 为质量耦

合的附加质量密度,ρs、ρf分别为土颗粒和孔隙流体

密度;Ñ2 为拉普拉斯算子;η 为流体黏滞系数;k 为

动力渗透系数,量纲为L2。
以σ'和s分别表示固体土骨架部分和流体部分

承担的应力,则固体部分应力-应变关系为:

σ'
ij =2Nεij +δij(Ae+Qε) (3)

流体部分应力-应变关系为:

s=Qe+Rε (4)
两者满足以下关系:

σij =σ'
ij +δijs (5)

式中:σij 为土体单元总应力;δij 为Kronecker符号;

εij 为土骨架应变,εij =
ui,j +uj,i

2
;e、ε 分别为土骨

架和流体的体积应变,且e=divu,ε=divU;N、A、

Q、R 均为弹性参数,N、A 类似弹性理论中的拉梅

常数,R、Q 则是反映流体的弹性及流体和固体骨架

间的弹性相互作用。

1.2 u-U 耦合方程广义变换

根据ComsolMultiphysics有限元软件中提供

的求解偏微分方程PDE模块,需要对u-U 形式的耦

合方程进行广义变换。在二维直角坐标系下对式

(1)、(2)进行微分算子运算和矩阵变换。

定义如下变量:

 u(x,y)=uxi+uyj,U(x,y)=Uxi+Uyj (6)
其中:ux、uy 分别表示位移场u和U的x、y向分量。

由哈密顿算子:Ñ=
∂
∂xi+

∂
∂yj
,Ñ2= Ñ·Ñ=

∂2

∂x2+

∂2

∂y2
,可得梯度:

Ñu=
∂ux

∂xi+
∂uy

∂yj (7a)

Ñ2u=
∂2

∂x2+
∂2

∂y2
æ

è
ç

ö

ø
÷

ux

uy

æ

è
çç

ö
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÷÷=
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(7b)

故

e=Ñ·u=
∂ux

∂x +
∂uy

∂y
 (8a)

ε=Ñ·U=
∂Ux

∂x +
∂Uy

∂y
 (8b)

由e,ε可得它们的散度为:

Ñe=
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∂x2 +
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 (9a)

Ñε=
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 (9b)

式(1)可化为:

N Ñ2u+(A+N)Ñe+Q Ñε=(ρ11̈u+ρ12̈U)+

b(̇u-U̇) (10)
将式(7)~ (9)代入式(10)中可得;
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式(2)可化为:

Q Ñe+R Ñε=(ρ12̈u+ρ22̈U)-b(̇u-U̇) (12)
同上述变换可得;

   
Q
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2 有限元分析模型

2.1 Comsol软件的二次开发

ComsolMultiphysics有限元软件提供的PDE
模块可以自定义所需要用的偏微分方程或偏微分方

程组,该模块主要分为系数型、广义型、弱解型三种

形式。为了灵活和方便地求解上述u-U 形式的耦

合方程,本文选用广义型进行求解。根据广义变换

后的波动方程(11)、(13)对Comsol提供的PDE模

块进行二次开发,即可实现饱和多孔介质u-U 形式

动力耦合有限元模型的建立。
一般在PDE中边界条件包括Dirichlet(狄里克

莱)边界条件和Neumann(纽曼)边界条件。位移初

始条件用Dirichlet边界来实现,应力、流量初始条

件可以通过Neumann边界条件来设定。
根据PDE中提供的广义型偏微分方程形式:

ea
∂2u
∂t2 +da

∂u
∂t+ Ñ·Γ=f (14)

故可根据式(14)把式(11)、(13)的质量项和阻尼项

写成如下矩阵形式:

 ea
∂2u
∂t2 =

ρ11 0 ρ12 0
0 ρ11 0 ρ12

ρ12 0 ρ22 0
0 ρ12 0 ρ22
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 da
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∂t=

b 0 -b 0
0 b 0 -b
-b 0 b 0
0 -b 0 b
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(16)

根据式(11)、(13)、(15)及(16)来完成PDE模

块的二次开发。

2.2 无限元边界

目前应用于饱和土中有限元分析的人工边界主

要有黏弹性边界和无限元边界[12]。由于黏弹性边

界应用起来较复杂,精度虽高但不易控制。本文基

于无限元分析的指导思想在构造无限元位移函数

时,在其形函数中引入衰减函数模拟波动向无穷远

处传播和能量的消散。具体思路如下。

利用有限元分析的知识把整体坐标 (x,y)中

的平面单元映射成局部坐标(ξ,η)中的无限元,具
体关系为:

  x=∑
q

i=1
Ni(ξ,η)xi,y=∑

q

i=1
Ni(ξ,η)yi (17)

式中:q=4;xi、yi 是节点i在整体坐标系中的坐标

值;Ni 为形函数,

Ni=
1
4
(1+ξiξ)(1+ηiη)fi(ξ,η) (i=1,2,3,4)

(18)
式中:ξi、ηi为节点i在局部坐标系中的坐标;fi(ξ,η)
为衰减函数,为了保证衰减效果,本文取指数型衰减

函数:

fi(ξ,η)=e
[(ξi+ηi)-(ξ+η)]/Le-ik(ξ+η) (19)

式中:L 为控制变量衰减程度的衰减因子;k=
ω/c为波数。当单元仅沿ξ方向无限伸展时,取η=

ηi=0。无限元的位移函数取

u=∑
q

i=1
Niui,v=∑

q

i=1
Nivi (20)

式中:ui、vi 为节点i的位移。

3 验证

为了验证ComsolMultiphysics数值模拟方法

的正确性,建立图1所示的计算模型,将计算结果与

J.CHEN给出的解析解[3]进行比较。

图1 验证模型示意图

Fig.1 Thediagramofvalidationmodel

验证采用的计算模型如图1所示,为二维半无

限流体饱和多孔介质表面受到竖向集中的单位阶跃

荷载作用,荷载形式为:

H(t)=
0,t<0
1,t≥0{  (21)

边界如图1所示,荷载作用在坐标原点处,y 轴
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向下。设顶部边界为透水边界,即在y=0时,孔隙

压力为零。利用本文方法引入无限元人工边界选取

模型尺寸。
为方便对比,采用了下列无量纲参数;

λ* =
λ

λ+2μ+α2M
,μ* = μ

λ+2μ+α2M
,

M * =
M

λ+2μ+α2M
,ρ* =1,ρ*

f =ρf
ρ
,

m* =
m
ρ
,κ* =1

(22)

式中:m=ρa

n2+
ρf
n
;κ=

k
η
;λ、μ、α、M 均为流体饱和

介质的材料数,与A、N、R、Q 的关系如下:

N =μ,Q=n(α-n)M,A=λ+M (α-n)2,R=
n2M。

将坐标与时间同样进行无量纲化:

yi=
ui

ρkCp
,τ=

t
ρk
 (23)

其中:Cp=
λ+2μ+α2Q

ρ
为液相和固相相对位移

为0时流体饱和多孔介质的压缩波波速。
根据J.CHEN[3]给出的无量纲参数λ*=0.1286,

μ*=0.2746,M*=0.4679,ρ*=1.0,ρ*
f =0.4399,

m*=2.256,κ* =1.0,α=0.83。用 ComsolMul-
tiphysics二次开发来计算无量纲坐标(1,2)处竖向

固相位移。图2(a)给出了无量纲坐标(1,2)处的竖

向固相位移uy与无量纲时间τ的关系;图2(b)给出

了无量纲坐标(1,2)处的水平向固相位移ux与无量

纲时间τ的关系,由图2可看出,解析解和数值解结

果吻合较好,说明此方法可行,且满足精度要求。

4 空沟隔振效果分析

近年来我国交通基础设施取得了迅速发展,如
高速公路、高速铁路、城市轨道交通等。这些设施给

人们带来交通便利的同时,也带来了环境振动的问

题。在振源与建筑物之间设置空沟、填充沟、排桩等

屏障是处理振动影响的有效途径。由于空沟这种屏

障具有施工方便、隔振效果显著等特点,在研究和实

践中受到广泛重视。
国内外很多学者对空沟隔振问题进行了大量的

试验研究和数值分析。Ahmad等[13]用三维边界元

法(BEM)研究了空沟对机器振动的屏蔽效果;Yang
等[14]运用FEM系统地研究了空沟、填充沟和弹性

基础等三种屏障对铁路的隔振效果;熊浩等[15]采用

二维格子法,研究了二维均质地基中空沟对作用于

路基顶部交通荷载的隔振效果;袁万等[16]基于Biot
饱和多孔介质U-W 格式动力控制方程,采用Galer-
kin法和Fourier变换建立了饱和土地基中空沟分

析模型;徐平等[17]通过现场试验和数值模拟的方法

研究了空沟在冲击荷载作用下空沟的设计尺寸对空

沟隔振效果的影响。

图2 竖向及横向固相位移数值计算与解析解结果对比

Fig.2 Comparisonofnumericalandanalyticalsolutionsof
verticalandtransversesolidphasedisplacement

目前对空沟隔振的研究很多是基于均匀弹性介

质的,而针对饱和多孔介质地基中隔振的研究还不

是很多,且所研究的范围大多数是空沟的几何尺寸

对空沟隔振的影响规律,很少研究饱和多孔介质独

有的土性参数对空沟隔振效果的影响。本文是基于

前文验证的方法来研究饱和多孔介质土性参数孔隙

率和泊松比对空沟隔振效果的影响规律。采用数值

模拟的方式对空沟隔振效果进行研究,探讨在饱和

多孔介质地基中饱和土孔隙率和泊松比对空沟隔振

效果的影响。图3为有限元模型示意图,模型的左

右侧面和底面施加无限元人工边界。模型宽度取

200m、深度取200m。空沟中心距离原点位置为

r、空沟宽度为w、深度为d。
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图3 空沟隔振有限元模型示意图

Fig.3 Finiteelementmodelofopentrenches
vibrationisolation

  用正弦波来模拟交通荷载,假定它集中施加于

饱和多孔地基上。正弦波力源表达式为:

f(t)=A0sin(2πf0t) (24)
式中:f0 为正弦波荷载频率,在这取2Hz;A0 为荷

载幅值,取1×104Pa。
饱和多孔地基土参数参考文献[18]中考虑了孔

隙率变化对动力方程中弹性参数的影响,并根据上

述文献给出的孔隙率与体积模量之间的数学关系推

导出本文所用到的土性参数。具体数值如下表1。
同样为了研究方便,本文中空沟的隔振效果采

用位移幅值系数来评价:

AS =P1/P2 (25)
式中:P1 是设置空沟后地表某处的位移幅值;P2 是

无空沟时同一位置处的位移幅值。

表1 饱和土地基土体参数

Tabe1 Parametersforthesaturatedground

孔隙率

n
ρ11

/(kg·m-3)
ρ12

/(kg·m-3)
ρ22

/(kg·m-3)
Kdry

/MPa
Q
/MPa

R
/MPa

b
ν=0.1

(μ/N)
/MPa

A
/MPa

ν=0.2
(μ/N)
/MPa

A
/MPa

ν=0.3
(μ/N)
/MPa

A
/MPa

0.1 2835 -450 550 26055 321.1 182.2 0 28420 7672 19540 13590 12030 18600
0.2 2520 -400 600 16111 642.1 364.3 0 17580 5525 12080 9187 11150 12290
0.3 2205 -350 650 6167 963.1 546.5 0 6727 3379 4625 4781 2846 5967

4.1 饱和多孔地基中空沟隔振效果分析

在饱和多孔地基土中,空沟的中心距离荷载中

心r=21m,沟宽w=2m,沟深d=5m。饱和地基

土性参数选取n=0.1、ν=0.1时这一组参数。
图4和图5分别表示饱和地基土在荷载为上述

正弦波时,地基中无空沟和有空沟时的位移云图与

均质饱和多孔地基中无空沟和有空沟时表面不同位

置处水平向位移幅值的变化规律。
由图5可见,在正弦波荷载作用下,空沟的隔振

效果较好。设置空沟后的位移幅值均减小,但距离

空沟越远,空沟的隔振效果越小。

4.2 孔隙率对隔振效果的影响

  计算模型为空沟的中心距离荷载中心r=21m,

图4 空沟对地基表面动力响应的云图

Fig.4 Thedynamicresponseoftheopentrenches
onthefoundationsurface

图5 空沟对地基表面动力响应的隔振效果

Fig.5 Effectoftheopentrenchesonthedynamic
responseofthefoundationsurface

沟宽w=2m,沟深d=5m下,泊松比ν=0.1,孔隙

率分别取n=0.1、0.2、0.3,饱和土地基参数在计算

时分别选取在不同孔隙率下的土性参数,这样就能

研究孔隙率为单一变量而其他土性参数为因变量情

况下孔隙率对空沟隔振效果的影响规律。图6表示

在饱和多孔地基土中,荷载为上述正弦波荷载时,均
质饱和多孔地基表面水平向位移幅值系数的变化

规律。
由图6可见,随着饱和地基土孔隙率逐渐变大,
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水平向最大位移幅值系数变大。从位移幅值变化规

律可以看出,孔隙率的增大对空沟隔振效果是不利

的。由此可以得出在大孔隙率的饱和多孔地基中用

空沟进行隔振效果不太好。

图6 不同孔隙率下水平向AS 随距离的变化规律

Fig.6 ThevariationofAS withdistanceunder

differentporosity

4.3 泊松比对隔振效果的影响

计算模型为空沟的中心距离荷载中 心r=
21m,沟宽w=2m,沟深d=5m下,孔隙率n=
0.1,泊松比分别取ν=0.1、0.2、0.3,饱和土地基参数

在计算时分别选取在不同泊松比下的土性参数,这
样就能研究泊松比为单一变量而其他土性参数为因

变量情况下泊松比对空沟隔振效果的影响规律。
图7表示在饱和多孔地基土中,荷载为正弦波时,均
质饱和多孔地基表面水平向位移幅值系数的变化

规律。

图7 不同泊松比下水平向As 随距离的变化规律

Fig.7 ThevariationofAswithdistanceunderdifferent

poisson'sratio

由图7可见,随着饱和地基土泊松比逐渐增大,
水平向位移幅值系数变大。从位移幅值系数变化规

律可以看出,相比孔隙率对隔振效果的影响,泊松比

的影响更大,随着泊松比的增大,空沟的隔振效果

变差。

5 结论

本文基于ComsolMultiphysics有限元软件的

PDE模块进行二次开发,并对饱和多孔介质u-U
耦合形式下的波动方程进行求解。建立饱和多孔介

质动力问题的分析模型,并将求出的数值解与解析

解进行对比验证,然后利用ComsolMultiphysics有

限元软件来研究饱和土地基中空沟隔振效果,并讨

论饱和土孔隙率和泊松比对空沟隔振效果的影响规

律,得出如下结论:
(1)基于饱和多孔介质动力u-U 耦合控制方

程,经过微分算子运算和矩阵变换得到导数形式下

的波动方程,借助ComsolMultiphysics计算平台,
实现饱和多孔介质动力耦合方程数值办法的求解。

(2)通过二维饱和多孔介质动力响应解析解和

数值解的对比分析,验证模型求解技术的可行性和

正确性,同时表明本文所用的无限元边界能够有效

地模拟动荷载在无限域饱和多孔介质中的传播。
(3)通过有限元模拟分析得到在饱和多孔地基

土中设置空沟进行隔振是可行的,空沟的隔振效果

不仅与空沟的物理尺寸有关,还和饱和地基土孔隙

率和泊松比等因素有关。研究发现随着饱和土孔隙

率和泊松比的增大,空沟的隔振效果变差,而且泊松

比对隔振效果影响更大。
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