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摘要：研究Ｋｅｒｒ地基上的均质Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁在移动集中荷载作用下的稳态响应，分析有无阻
尼存在时列车速度、地基压缩刚度、剪切刚度对Ｋｅｒｒ地基梁挠度曲线的影响。计算结果表明，地基
阻尼的存在能明显减少移动荷载引起的地基梁挠度，地基梁的挠度受地基压缩刚度的影响比剪切
刚度更为明显。
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０　引言

列车在轨道上运行引起的动力响应问题可以简

化为一维方向上的地基梁在移动荷载作用下的地基

梁稳态响应问题。以往的研究中，地基模型较多使
用的是 Ｗｉｎｋｌｅｒ地基和Ｐａｓｔｅｒｎａｋ［１］地基、Ｖｌａｓｏｖ［２］

地基，地基梁则一般选择 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁或

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁，而荷载则以移动常载和剪谐荷载
为主。文献［３～６］研究了不同地基类型、梁形式以
及荷载形式组合下地基梁的稳态响应理论解答，对
欠阻尼、临界阻尼以及过阻尼情况的响应规律进行

了比较。Ｍａｈｅｓｈｗａｒｉ等［７］分析了碎石桩加固地基

上作用移动荷载时的动力响应规律，土体采用Ｋｅｌ－
ｖｉｎ地基模型，碎石桩简化为 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹簧，表层土

石填层简化为Ｐａｓｔｅｒｎａｋ剪切层。

从已有的研究结果来看，研究移动荷载引起的

地基梁动力响应一般都要考虑地基的黏弹性，同时

考虑到土体的剪切刚度，所以Ｐａｓｔｅｒｎａｋ地基模型

应用得较多，但更高阶的地基模型则应用很少。一

是计算较为复杂，二是计算的结果难以验证。另一

方面，关于地基梁的选择，Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁（简称
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Ｅ－Ｂ梁，下同）比 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁应用更为广泛，主
要原因是地基梁在荷载移动方向上近似长梁，其纵
向的剪切刚度较之抗弯刚度可以忽略不计，对梁变
形计算结果也不产生大的影响。
目前，三参数Ｋｅｒｒ地基模型［８］或更高阶地基模

型在地基梁动力响应计算中还较为少见。事实上，
相比于单参数 Ｗｉｎｋｌｅｒ模型或是双参数Ｐａｓｔｅｒｎａｋ
弹性地基模型，Ｋｅｒｒ地基模型不仅能反应土体的压
缩和剪切特性，且其解答形式能更好地反映地基非
线性变形特性，在某些情况下更具优越性［９］。由于

Ｋｅｒｒ地基模型参数较多且计算复杂，目前 Ｋｅｒｒ地
基梁的稳态响应解答鲜见报道。本文尝试用 Ｋｅｒｒ
地基梁模型来研究荷载移动引起的稳态响应规律，
指出Ｋｅｒｒ地基模型的适用性。

１　Ｋｅｒｒ地基梁振动响应方程

本文采用的Ｋｅｒｒ地基梁模型如图１所示，Ｋｅｒｒ
地基模型由双层弹簧和一剪切层组成，分别用参数

ｋ１，ｋ２，Ｇ来表示土体的压缩和剪切刚度。考虑土体
的黏性阻尼时，可用参数ｃ２ 来表示（这里只考虑阻
尼元件加在下层弹簧的情况）。移动荷载作用下的

Ｋｅｒｒ地基梁稳态响应方程为

ｗ（ｘ，ｔ）＝ｗ１（ｘ，ｔ）＋ｗ２（ｘ，ｔ） （１）
式中：ｗ（ｘ，ｔ）是Ｅ－Ｂ梁的挠度；ｗ１（ｘ，ｔ）是上层弹簧
的变形量；ｗ２（ｘ，ｔ）是剪切层的变形量，也是下层弹
簧的变形量。

图１　 Ｋｅｒｒ地基梁模型
Ｆｉｇ．１　Ｋｅｒｒ　ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ　ｂｅａｍ　ｍｏｄｅｌ

设ｑ１（ｘ，ｔ），ｑ２（ｘ，ｔ）分别为地基梁和剪切层所受的
力，则有

ｑ１（ｘ，ｔ）＝ｋ１ｗ１

ｑ２（ｘ，ｔ）＝ｋ２ｗ２＋ｃ２ｗ２


烅
烄

烆 ｔ
（２）

　　故可以得到剪切层的动力平衡方程为

ｋ１ｗ１ ＝ｋ２ｗ２＋ｃ２ｗ２

ｔ －
Ｇ

２　ｗ２
ｘ２

（３）

　　又地基梁的动力平衡方程为

ＥＩ
４　ｗ
ｘ４ ＋

ｍｂ
２　ｗ
ｔ２ ＋ｑ１

（ｘ，ｔ）Ｄ＝ｐ０δ（ｘ－υｔ）Ｄ

（４）

　　将式（１）、（２）、（３）代入式（４），即可得到ｗ２（ｘ，

ｔ）表示的地基梁响应方程：

ＥＩ －Ｇｋ１
６　ｗ２
ｘ６ ＋

Ｇ
ｋ１
５　ｗ２
ｘ４ｔ＋

１＋ｋ２ｋ（ ）１ 
４　ｗ２
ｘ［ ］４

＋ｍｂ －Ｇｋ１
４　ｗ２
ｘ２ｔ２＋

ｃ２
ｋ１
３　ｗ２
ｔ３ ＋

１＋ｋ２ｋ（ ）１ 
２　ｗ２
ｔ［ ］２

－ｋ２ｗ２＋ｃ２ｗ２

ｔ －
Ｇ

２　ｗ２
ｘ２ ＝

Ｐ０δ（ｘ－υｔ）

（５）
式中：ＥＩ为地基梁的抗弯刚度，单位为 Ｎ·ｍ２；ｍｂ
是单位长度梁的重量，单位为ｋｇ／ｍ；Ｐ０ 是移动荷载
大小，单位为Ｎ；υ是列车移动速度，单位为ｍ／ｓ；ｋ１、

ｋ２ 是土体的压缩刚度，单位为ｋＮ／ｍ；Ｇ是土体的剪
切刚度，单位为 Ｎ；ｃ２ 为地基阻尼，单位为Ｎｓ／ｍ；Ｄ
是地基梁的横向宽度。这里取单位长度，故上述参
数都是单位宽度下的数值。
结合式（３）可以得到地基梁的挠度响应表达式

为：

ｗ（ｘ，ｔ）＝ １＋ｋ２ｋ（ ）１ ｗ２＋ｃ２ｋ１ｗ２

ｔ －
Ｇ
ｋ１
２　ｗ２
ｘ２

（６）

１．１　 Ｋｅｒｒ弹性地基梁的稳态响应解答
关于式（５）的解答，这里借鉴文献［３］的处理方

法，先求得式（５）齐次方程的解，方程的非齐次项可
以看作是地基梁梁上剪力的突然增加，在边界条件
中予以反映。
令ξ＝ｘ－υｔ，（－∞≤ξ≤ ＋∞），式（５）的齐次

偏微分方程简化为如下常微分方程形式：

Ａ１ｄ
６　ｗ６
ｄξ

６ ＋Ａ２
ｄ５　ｗ２
ｄξ

５ －Ａ３
ｄ４　ｗ２
ｄξ

４ ＋

Ａ４ｄ
３　ｗ２
ｄξ

３ －Ａ５
ｄ２　ｗ２
ｄξ

２ ＋Ａ６
ｄｗ２

ｄξ
－ｋ２ ＝０

（７）

其中：

Ａ１ ＝ＥＩＧｋ１

Ａ３ ＝ＥＩ　１＋
ｋ２
ｋ（ ）１ －Ｇｍｂｋ１υ２

Ａ５ ＝ｍｂ １＋
ｋ２
ｋ（ ）１ υ２－

烅

烄

烆
Ｇ

　

Ａ２ ＝υＥＩｋ２
ｃ２

Ａ４ ＝ｍｂυ
３

ｋ１
ｃ２

Ａ６ ＝υｃ

烅

烄

烆 ２

（８）
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令ｗ２＝ｅ　ｍξ，式（７）化为

Ａ１ｍ６＋Ａ２ｍ５－Ａ３ｍ４＋Ａ４ｍ３－
Ａ５ｍ２＋Ａ６ｍ－ｋ２ ＝０ （９）

　　当不考虑地基的黏性阻尼（ｃ２＝０）时，图１模
型即为Ｋｅｒｒ弹性地基梁的稳态响应问题。此时，式
（９）化为

Ａ１ｍ６－Ａ３ｍ４－Ａ５ｍ２－ｋ２ ＝０ （１０）

于是得到该方程根的形式为

ｍ１，２ ＝±ｐ
ｍ３，４ ＝Ｍ±ｉ　Ｎ
ｍ５，６ ＝－Ｍ±ｉ
烅
烄

烆 Ｎ

（１１）

其中ｐ，Ｍ，Ｎ 都是正数；ｉ为虚数符号。
故式（７）解的形式为

ｗ２１ ＝ａ１ｅｐξ＋ｅ　Ｍξ（ａ３ｃｏｓ　Ｎξ＋ａ４ｓｉｎ　Ｎξ）
（ξ≤０）

ｗ２２ ＝ａ２ｅ－ｐξ＋ｅ－Ｍξ（ａ５ｃｏｓ　Ｎξ＋ａ６ｓｉｎ　Ｎξ）
（ξ≥０

烅

烄

烆 ）
（１２）

即得Ｋｅｒｒ地基梁的挠度表达式为

ｗｌ＝ １＋ｋ２ｋ（ ）１ ｗ２１－Ｇｋ１
２　ｗ２１
ξ

２ （ξ≤０）

ｗＲ ＝ １＋ｋ２ｋ（ ）１ ｗ２２－Ｇｋ１
２　ｗ２２
ξ

２ （ξ≥０
烅

烄

烆
）
（１３）

式中：ｗｌ是地基梁左侧挠度响应曲线；ｗＲ 是地基梁
右侧挠度曲线。

此外，地基梁的挠度解析解必须满足如下初始
条件和位移边界条件：

ｗｌ（０－）＝ｗＲ（０＋）

ｗ′ｌ（０－）＝ｗ′Ｒ（０＋）

ｗ″ｌ（０－）＝ｗ′Ｒ（０＋）

ｗ″′Ｒ（０＋）－ｗ″′ｌ（０－）＝Ｐ０ＥＩ
ｗ２１（０－）＝ｗ２２（０＋）

ｗ′２１（０－）＝ｗ′２２（０＋

烅

烄

烆 ）

（１４）

可以求得式（１２）系数ａ１，ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，ａ６。

１．２　Ｋｅｒｒ黏弹性地基梁的稳态响应解答
当ｃ２≠０时，式（９）的解答形式要复杂得多。利

用数值方法可得式（９）根的一般形式为

ｍ１ ＝ｐ１
ｍ２ ＝－ｐ２
ｍ３，４ ＝Ｍ１±ｉ　Ｎ１
ｍ５，６ ＝Ｍ２±ｉ　Ｎ

烅

烄

烆 ２

（１５）

　　故方程（７）解的形式为

ｗ２１ ＝ａ１ｅｐ１ξ＋ｅ　Ｍ１ξ（ａ３ｃｏｓ　Ｎ１ξ）＋ａ４ｓｉｎ　Ｎ１ξ）

（ξ≤０）

ｗ２２ ＝ａ２ｅ－ｐ２ξ＋ｅ－Ｍ２ξ（ａ５ｃｏｓ　Ｎ２ξ＋ａ６ｓｉｎ　Ｎ２ξ）
（ξ≥０

烅

烄

烆 ）
（１６）

　　即得Ｋｅｒｒ地基梁的挠度表达式为

ｗｌ＝ １＋ｋ２ｋ（ ）１ ｗ２１－Ｇｋ１
２　ｗ２１
ξ

２ －
ｃ２υ
ｋ１
ｗ２１

ξ
（ξ≤０）

ｗＲ ＝ １＋ｋ２ｋ（ ）１ ｗ２２－Ｇｋ１
２　ｗ２２
ξ

２ －
ｃ２υ
ｋ１
ｗ２２

ξ
（ξ≥０

烅

烄

烆 ）
（１７）

　　同样，式（１７）必须满足式（１４），从而可以求得式
（１２）系数ａ１，ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，ａ６。

２　Ｋｅｒｒ地基梁稳态响应计算

Ｋｅｒｒ地基梁的稳态响应受地基刚度、列车移动
速度、荷载等因素的影响。另外从式（１３）和式（１７）
解答形式来看，阻尼的存在对Ｋｅｒｒ地基梁动力响应
有较大影响。参照文献［３］的参数取值，确定 Ｋｅｒｒ
地基梁模型的参数取值如下：

　　ＥＩ＝１．７５×１０６　Ｎ·ｍ２，ｍｂ＝２５ｋｇ／ｍ，ｋ１＝
１６．１８８×１０６　Ｎ／ｍ，ｋ２＝４．０８×１０６　Ｎ／ｍ，Ｇ０＝６．６７
×１０５　Ｎ，Ｐ０＝８０ｋＮ
２．１　Ｋｅｒｒ弹性地基梁振动响应
引入挠度放大系数λ：

λ（ξ）＝
Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ（ｄｙｎａｍｉｃ）

Ｍａｘｉｍｕｍ　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ（ｓｔａｔｉｃ）
（１８）

　　可计算出静载下 Ｋｅｒｒ弹性地基的最大挠度值
为９．７０ｍｍ。

（１）列车移动速度的影响
图２是不同列车速度下梁的挠度放大曲线。从

图中可以看出，５０ｍ／ｓ、１００ｍ／ｓ、１５０ｍ／ｓ下最大挠
度分别是９．８３４ｍｍ、９．９６６ｍｍ、１０．２２７ｍｍ，增加
比例分别是１．３８％、２．７４％、５．４４％，故车速增加引
起地基梁挠度的增加量很有限。

　　（２）剪切刚度Ｇ的影响
以υ＝１０ｍ／ｓ下的挠度曲线为例（下同），如图

３所示，０．５　Ｇ０、３Ｇ０ 和６Ｇ０ 下的挠度值分别是９．９７８
ｍｍ、９．０６ｍｍ和８．３４ｍｍ，表明增大地层的剪切刚
度可以使荷载中心点的挠度值逐渐减少，但荷载作
用引起的沉陷影响范围逐渐变大。因为增大剪切刚
度，弹簧相对位移不易发生，从而使得地基沉降槽宽
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图２　Ｋｅｒｒ弹性地基梁挠度与速度的关系
Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ａｎｄ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

　　　ｏｆ　ｂｅａｍ　ｏｎ　Ｋｅｒｒ　ｅｌａｓｔｉｃ　ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

度变大。

图３　不同Ｇ值下梁的挠度曲线
Ｆｉｇ．３　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｂｅａｍ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　Ｇ

　　（３）地基压缩刚度的影响

Ｋｅｒｒ模型中采用两个压缩刚度系数，这也是

Ｋｅｒｒ地基模型的优势。考虑两种情况：一种是下层
弹簧刚度ｋ２相同，但刚度比ｋ１／ｋ２ 不同；另一种是压
缩刚度比ｋ１／ｋ２ 相同，ｋ２ 不同。两者的计算结果分
别见图４和图５。
图４表明，随着ｋ１／ｋ２ 比例的增加，地基梁的最

大挠度会快速减少，且地基沉陷范围也会不断缩小，
但挠度减少量随着ｋ１／ｋ２ 增大逐渐减缓。此时增大
ｋ１ 并不能显著减少地基梁的挠度，要同时增大ｋ２ 值
才能起到进一步减少地基沉陷的效果。图５表明，当

ｋ１／ｋ２ 一定时，增大ｋ２ 必定会导致地基梁挠度的减小
和地基沉陷范围的缩小，这也是符合实际情况的。

３．２　考虑土体阻尼时Ｋｅｒｒ地基梁振动响应
（１）不同阻尼下地基梁的稳态响应
图６是υ＝１０ｍ／ｓ时不同地基阻尼下地基梁的

挠度曲线。随着ｃ２ 的增大，地基梁的最大挠度逐渐
减小，最终变为负值。这是因为ｃ２ 不大时，梁的振
动处于欠阻尼状态，此时梁的挠度总体为正值；当ｃ２
很大时，梁的振动变为过阻尼状态，此时梁会发生反
弹，且荷载中心后端附近反弹最为厉害。具体临界

图４　ｋ２＝４．０８×１０６ 时的挠度曲线
Ｆｉｇ．４　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ（ｋ２＝４．０８×１０６）

图５　ｋ１／ｋ２＝４时各挠度曲线
Ｆｉｇ．５　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ｗｈｅｎ　ｋ１／ｋ２＝４．０

阻尼系数的确定是很复杂的，与所用地基梁模型的
参数有关，可以通过求解挠度为零时得到，这里不作
讨论。

图６　不同ｃ２值下梁的挠度曲线
Ｆｉｇ．６　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｂｅａｍ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｄａｍｐｉｎｇ　ｖａｌｕｅｓ

　　（２）考虑阻尼时地基参数的影响
图７是阻尼存在时不同速度下地基梁挠度曲线。

和图２相比，阻尼的存在使得荷载中心处的挠度值都
比静载时候都明显减小，５０ｍ／ｓ、１００ｍ／ｓ、１５０ｍ／ｓ速
度下的最大挠度值分别为８．８６ｍｍ、７．４４ｍｍ、５．９５
ｍｍ，下降了８．６％、２３．３０％、３８．６６％。
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图７　ｃ２＝３０　０００Ｎ·ｓ／ｍ时不同速度下的挠度曲线
Ｆｉｇ．７　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｃｕｒｖｅｓ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

　　　 （ｃ２＝３０　０００Ｎ·ｓ／ｍ）

从图８中可以看到，阻尼的存在使地基梁的最大挠
度值减小，但减小的幅度除与阻尼本身有关外，还和
地基的ｋ１／ｋ２ 比值有关。在ｋ２ 相同时，ｋ１／ｋ２ 越小，
挠度减少的幅度越大，反之则挠度减少幅度越小。

图８　考虑阻尼时压缩刚度影响
Ｆｉｇ．８　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ　ｄａｍｐｉｎｇ

图９可以看出，阻尼的存在对剪切刚度敏感性
的影响不大。在Ｇ＝Ｇ０ 和Ｇ＝３Ｇ０ 时，ｃ２＝９０　０００
Ｎｓ／ｍ引起的最大挠度减少量分别是０．６０ｍｍ和

０．５７ｍｍ。

３　结论

本文对移动荷载作用下Ｋｅｒｒ地基梁的稳态响
应进行了探讨，详细分析了有无地基阻尼时地基梁
的振动响应规律，得到的结论如下：

（１）无阻尼时，列车速度对地基梁挠度曲线的
影响都较小，但Ｋｅｒｒ地基梁的最大挠度随着速度增
加有轻微增加趋势；阻尼存在时，梁的最大挠度都随
速度的增加而减少；

图９　考虑阻尼时剪切刚度影响
Ｆｉｇ．９　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｓｈｅａｒ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ　ｄａｍｐｉｎｇ

　　（２）随着剪切刚度增加，Ｋｅｒｒ地基梁挠度逐渐
减小。总体而言，地基剪切刚度对地基梁响应影响
不大；

（３）地基模型的压缩刚度对地基梁的稳态响应
影响很大。Ｋｅｒｒ地基模型中，土体压缩刚度的增加
可以显著减小梁的挠度值，但较小的幅度还与模型
的刚度比有关；

（４）阻尼的增加会使梁的最大挠度明显减少，
同时使得移动荷载两侧位移响应曲线不对称，荷载
前进方向上梁的挠度衰减快于后方段，最大挠度点
开始向荷载后侧移动。当阻尼过大时，梁的振动进
入过阻尼状态，地基梁会发生反弹现象。
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