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考虑卸荷变形模量的坑底回弹变形计算方法
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摘要:针对基坑开挖卸荷导致坑底土体回弹变形问题,考虑开挖卸荷过程中土体弹性模量随着卸荷

应力路径变化的特征,推导在卸荷应力路径作用下土体变形模量的计算公式,考虑基坑的开挖为地

表以下基坑开挖面处应力的变化,基于 Mindlin应力解计算矩形基坑开挖卸荷引起的坑底土体附

加应力,采用分层总和法计算基坑开挖引起的坑底土体的回弹变形,结合已有文献中的工程实例,
采用该方法计算开挖引起的坑底隆起变形,并与实际监测数据对比分析表明,该方法能够有效预测

基坑开挖引起的坑底隆起变形,能够作为基坑开挖坑底隆起变形的一种有效预测方法.
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Abstract:Aimingattherebounddeformationofsoilatthebottomoffoundationpitscausedby
excavationunloading,thecharacteristicsofsoilelastic moduluschanging withtheunloading
stresspathduringexcavationwasfirstconsidered,thenthecalculationformulaofsoildeformaＧ
tionmodulusunderunloadingstresspathwasderived．ConsideringthechangeofstressattheexＧ
cavationsurfaceoffoundationpitbelowthegroundsurface,basedontheMindlinstresssolution,

theadditionalstressofsoilatthebottomofrectangularfoundationpitcausedbyexcavationunＧ
loadingwascalculated．Therebounddeformationofthesoilatthebottom offoundationpit
causedbyexcavationwascalculatedbythelayerＧwisesummationmethod．Combinedwithsome
engineeringexamplesintheexistingliterature,theheavedeformationofpitbottomcausedbyexＧ
cavationwascalculatedbythiscalculationmethod,thenthecalculationresultswerecompared



withtheactualmonitoringdata．TheresultsshowedthattheproposedmethodcaneffectivelypreＧ
dicttheheavedeformationofpitbottomcausedbyexcavation,thusitcanbeusedasaneffective
predictionmethodinthisfield．
Keywords:unloadingmodulus;Mindlin;upliftdeformationofpitbottom;layerＧwisesummation

method

０　引言

随着我国城市化发展,城市地下空间的开发利

用成为了城市建设发展的一个重要方面[１],尤其是

城市地下轨道交通迅速发展,使得建(构)物基坑工

程越来越紧邻已有地铁盾构隧道,甚至有些基坑工

程横跨已建地铁盾构隧道.地铁盾构隧道上方基坑

的开挖,造成坑底土体在竖向卸荷作用下产生竖向

隆起变形,过大的竖向位移会致使已建地铁盾构隧

道的管片错位开裂,甚至影响隧道结构的安全和地

铁的正常营运.«城市轨道交通安全保护区施工管

理办法(暂行)»规定:隧道结构绝对沉降量及水平位

移量≤２０mm(包括各种加载和卸载的最终位移

量).因此,考虑卸荷作用下的基坑变形计算方法是

亟待解决的重要工程问题.
目前,预测基坑回弹变形的方法主要有分层总

和法[２Ｇ３]、残余应力法[４]和数值分析法[５]等.其中分

层总和法因其具有计算简单、力学参数获取方便等

特点而被工程广泛应用.然而在规范分层总和法

中,土体中附加应力的计算通常以Boussinesq解为

基础,其计算结果往往大于实测值[６].在基坑开挖

工程的附加应力计算中,考虑荷载作用于半无限弹

性体内部的 Mindlin解被认为更符合实际,与此同

时,大量的试验研究表明[７Ｇ９],卸荷应力路径下,土体

的应力Ｇ应变特性与加载应力路径作用下有较大差

别.基坑在开挖过程中,土体的回弹模量随着土体

应力路径的改变而发生变化,而规范分层总和法中

采用的固定的土体回弹模量计算坑底的回弹变形与

基坑实际分布开挖的特征不符.
为了更合理计算考虑隧道卸荷作用下基坑开挖

引起的坑底隆起变形,本文基于 Mindlin[１０Ｇ１１]解附

加应力公式,通过在基坑开挖面上进行积分,得到均

布荷载作用下坑底土体附加应力计算公式,并考虑

土体在卸荷应力路径作用下回弹模量的非线性变

化,计算了基坑开挖引起的坑底隆起变形值.

１　卸荷引起的坑底附加应力的计算

建立计算模型,如图１所示.以矩形基坑平面

中心为坐标原点建立直角坐标系,基坑开挖深度为

d,长度为L,宽度为B,嵌固深度为d０,围护结构长

度为 H(H＝d＋d０).

图１　基坑开挖引起坑底回弹计算模型

Fig．１　Calculationmodelofbottomreboundcaused
byexcavationoffoundationpit

计算假定:(１)土体为均质、各向同性的半无限

空间弹性体;(２)不考虑基坑开挖的时间和空间效

应,只考虑基坑开挖引起的附加应力;(３)基坑开挖

过程中不考虑降水作用,土体中不存在渗流;(４)当
基坑开挖完成后土体应力释放,等效为在坑底开挖

面处施加竖直向上的均布荷载;(５)不考虑支护结构

的存在对附加应力计算的影响.

１．１　坑底卸荷分析

基坑开挖之前,坑内拟开挖土体对坑底以及侧

壁分别产生竖向均布荷载σz０＝γd(其中γ 为土体

重度,d 为基坑开挖深度)和三角形分布荷载σh０＝
K０γd(K０ 为静止土压力系数,且 K０＝１－sinφ,φ
为土体有效内摩擦角),土体在初始地应力作用下保

持平衡.基坑开挖后,由于坑内土体移除,基底的竖

向土压力及侧壁的水平向土压力撤除,坑底土体竖

向完全卸荷,卸荷量为γd.
与此同时,基坑的开挖往往是在支护结构施作

完成或开挖与支护的同步条件下进行,因此在计算

基坑开挖卸荷作用引起的坑底附近土体的附加应力

作用时,应当考虑支护结构的遮拦效应,即坑底卸荷

应力的释放会受到支护结构与土体之间摩阻力影

响.该侧摩阻力的计算表达式为[１２]:

qs＝c′＋K０σztanφ′　 (１)
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式中:qs为单位等效实体侧摩阻力;c′为土体与支护

结构之间黏聚力;φ′为土体与支护结构之间的外摩

擦角,其取值为c′＝(０－２)c/３,φ′＝(０－２)φ/３,其
中c、φ 为土体的黏聚力和内摩擦角[１３];σz 为基坑开

挖面到围护结构底面处的竖向应力.
根据基坑的分层开挖工况,为了便于计算,应将

上述侧摩阻力表达式采用平均侧摩阻力进行表

示为:

q′s＝c′＋
１
２K０γ(H ＋d)tanφ′　 (２)

式中:q′s修正后的单位等效实体侧摩阻力;γ 为开挖

土体的重度;d 为基坑开挖深度;H 为围护结构

深度.
则基坑开挖后,考虑土体开挖后的残余应力以

及支护结构的摩阻力的卸荷应力值为:

σi＝
γdBL－q′s(２B＋２L)d０

BL 　 (３)

式中:σi 为基坑开挖引起坑底第i层土体附加应力

值;B 为基坑开挖的宽度;L 为基坑开挖的长度;其
余参数与图１中标注相同.

１．２　坑底卸荷附加应力计算

土体内部作用竖向集中力时引起的附加应力的

计算公式早在１９３６年由美国学者 Mindlin推导得

到,后来一些学者在该公式的基础上通过积分获得

了半无限弹性地基内部作用矩形均布荷载和条形均

布荷载作用下的竖向附加应力公式,其中矩形均布

荷载作用在半无限弹性体内部时竖向附加应力表达

式为:

　σzi＝
σi

８π(１－μ))２(１－μ)arctan
BL

(z－c) B２＋L２＋(z－c)２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＋{

２(１－μ)arctan
BL

(z＋c) B２＋L２＋(z＋c)２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＋

BL(z－c)B２＋L２＋２(z－c)２[ ]

B２＋(z－c)２[ ] L２＋(z－c)２[ ] B２＋L２＋(z－c)２
＋

BL c＋ ３－４u( )z[ ] B２＋L２＋２(z＋c)２[ ]

B２＋(z＋c)２[ ] L２＋(z＋c)２[ ] B２＋L２＋(z＋c)２
＋

２Bzc(z＋c)２L３＋３B２L＋３L(z＋c)２[ ]

B２＋(z＋c)２[ ] ２ B２＋L２＋(z＋c)２[ ]
３
２
＋

２Lzc(z＋c)２B３＋３L２B＋３B(z＋c)２[ ]

L２＋(z＋c)２[ ] ２ B２＋L２＋(z＋c)２[ ]
３
２ } (４)

式中:B 和L 分别为矩形荷载的宽度和长度;c为荷

载作用深度;z 为计算点深度;μ 为泊松比;pi 为分

步卸荷强度,在卸荷条件下方向朝上,数值等于开挖

土方的自重,如图２所示.

图２　矩形均布荷载条件下附加应力计算模型

Fig．２　Calculationmodelofadditionalstressunder
rectangularuniformload

　　为了计算简便,可以将上式简化表示成为卸荷

影响系数与卸荷力之间的关系,即为:

σzi＝αiσi　 (５)
式中:αi 卸荷影响系数;σi 为竖向卸荷应力.

１．３　矩形基坑开挖卸荷附加应力的分析

基于 Mindlin公式,可以利用角点法来计算基

坑分层开挖作用下坑底土体附加应力的分布特征.
假设基坑开挖深度为１０ m,开挖面积为２４ m×
２４m,土体重度为２０kN/m３;泊松比μ＝０．２.开挖

方式为一次性开挖卸荷,卸荷应力为矩形均布应力,
下面依次分析矩形基坑开挖卸荷附加应力系数沿坑

底以下土体深度方向的变化特征.
由图３可知,矩形基坑开挖卸荷作用下,采用

Mindlin(明氏解)和 Boussinesq(布氏解)应力公式

计算的附加应力在坑底以下土体沿深度的增加均逐

渐减小,但采用布氏解计算的附加应力系数明显大

于明氏解,且布氏解沿深度方向的递减速率较明氏

解大.
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图３　布氏解与明氏解在坑底以下的分布

Fig．３　DistributionofMindlinsformulaandBoussinesqs
formulabelowthepitbottom

　　由图４(a)可知,矩形基坑开挖卸荷引起的附加

应力系数随着土体泊松比μ的变化而变化,随着土

体泊松比μ的增大卸荷附加应力系数逐渐增大,但
卸荷附加应力系数沿着坑底以下土体的变化趋势

一致.
由图４(b)可知,卸荷附加应力系数与基坑开挖

面积有关,随着基坑开挖面积越大,则基坑开挖卸荷

影响范围越大,且开挖引起的坑底土体的附加应力

也越大,卸荷附加应力系数随着基坑开挖卸荷量的

增大而增大,基坑开挖卸荷量越大,其卸荷附加应力

系数沿坑底以下土体的减小速率越慢.
由图４(c)可知,矩形接坑开挖卸荷引起的附加

应力系数与基坑形状有关,不同基坑开挖形状在基

图４　卸荷附加应力系数随泊松比、基坑面积及基坑形状的变化

Fig．４　VariationofunloadingadditionalstresscoefficientwithPoisson＇sratio,

foundationpitareaandtheshapeoffoundationpit

坑开挖面以下土体的卸荷附加应力也不同,其中正

方形基坑开挖卸荷附加应力系数大于长方形基坑

开挖卸荷附加应力系数,且正方形基坑开挖卸荷附

加应力系数沿坑底以下土体的减小速率大于长方

形基坑,但两者沿基坑坑底以下土体的变化趋势

一致.
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２　开挖卸荷作用下土体的卸荷模量的计算

基坑在开挖过程中,土体的变形模量不是恒定

的,而是随着应力状态的改变变形模量也发生变化,
因此在基坑开挖变形的计算中,采用传统常规加压

条件下土体的弹性模量来计算土体开挖作用下周围

环境的变形往往是不准确的.为了准确预测基坑开

挖卸荷引起的周围环境的变形,在计算过程中考虑

卸荷作用下的土体变形模量的非线性变化是必不可

少的.
根据已有文献的研究,土体的卸荷模量不仅取

决于土体的物理性质,还与其所经历的应力路径有

关.根据大量卸荷试验研究,土体在开挖卸荷应力

路径作用下,其应力Ｇ应变关系可以用邓肯Ｇ张双曲

线模型来描述:

σ１－σ３＝
ε１

a＋bε１
　 (６)

式中:σ１、σ３ 分别为最大主应力和最小主应力;ε１ 为

轴向应变.
其线性关系可表达为:

ε１

σ１－σ３
＝a＋bε１　 (７)

式中:a、b分别为所拟合的直线的截距和斜率.
从式(７)可知,初始切线斜率为１/a,定义为侧

向卸载条件下的初始切线弹性模量Ei ＝１/a ,而b
与双曲线的最终渐近线有关.其定义为:

b＝
１

(σ１－σ３)ult
　 (８)

　　 根据何世秀等[１４] 的实验研究,土体初始状态

下的变形模量与其初始固结压力有关.为了消除土

体初始应力状态对卸荷变形模量产生的影响,式(７)
可以变形为:

ε１

(σ１－σ３)－(σ１c－σ３c)＝a＋bε１　 (９)

式中:σ１c、σ３c 分别为土体初始固结条件下的轴向压

力与围压值,且σ１c/σ３c＝K０.定义破坏比Rf 为:

b＝
１

(σ１－σ３)ult－(σ１c－σ３c)
　 (１０)

Rf＝
(σ１－σ３)f－(σ１c－σ３c)
(σ１－σ３)ult－(σ１c－σ３c)

　 (１１)

式中:(σ１－σ３)f 为试样破坏时的偏应力;(σ１c－σ３c)
为初始偏应力.

将式(１１)代入式(１０)中可得到:

b＝
Rf

(σ１－σ３)f－(σ１c－σ３c)
　 (１２)

　　 将式(１２)代入式(９)则可以得到:

(σ１－σ３)＝
ε１

a＋
Rf

(σ１－σ３)f－(σ１c－σ３c)
ε１

＋

(σ１c－σ３c) (１３)
对式(１３)进行求导,可以得到土体的卸荷模

量,整理后可得:

　Et＝
a

a＋
Rf

(σ１－σ３)f－(σ１c－σ３c)
ε１

é

ë
êê

ù

û
úú

２
(１４)

　　 为了将ε１ 表示成应力的函数形式,将式(９)简

化可得:

ε１＝
a (σ１－σ３)－(σ１c－σ３c)[ ]

１－b (σ１－σ３)－(σ１c－σ３c)[ ]
　 (１５)

　　 将式(１５)代入式(１４)则:

Et＝
１

a １＋
b (σ１－σ３)－(σ１c－σ３c)[ ]

１－b (σ１－σ３)－(σ１c－σ３c)[ ]

é

ë
êê

ù

û
úú

２

(１６)
将式(１２)代入式(１６)中化简可以得到:

Et＝Ei １－
(σ１－σ３)－(σ１c－σ３c)[ ]Rf

(σ１－σ３)f－(σ１c－σ３c)[ ]

é

ë
êê

ù

û
úú

２

　

(１７)

　　 根据基坑开挖特点,坑底土体的卸荷应力路径

可以将其简化为侧向应力保持不变,轴向卸荷,因此

式(１７)可以写成:

Et＝Ei １－
(σ１－σ１c)Rf

(σ１－σ３)f－(σ１c－σ３c)[ ]

é

ë
êê

ù

û
úú

２

(１８)

　　 根据殷德顺 [１５]的研究,与邓肯Ｇ张模型的推

导类似,同样的,假设初始切线模量Ei 随着轴向固

结压力σ１ 而变化,且在双对数坐标上呈现直线关

系,设直线的截距为k,斜率为n,则Ei 的表达式

写成:

Ei＝kpa
σ１

pa

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

　 (１９)

　　 大量实验研究表明,不同应力路径下土的强度

仍然符合摩尔库伦强度准则,因此在侧向卸荷时摩

尔库伦强度准则仍旧适用.由莫尔圆可以得出,对
压缩破坏试样有:

(σ１－σ３)f＝
２

１－sinφ
(ccosφ＋σ３sinφ)　(２０)

　　 将式(１９)、(２０)代入式(１８)得:
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Et＝kpa
σ１

pa

æ

è
ç

ö

ø
÷

n



１－
σ１－σ１c[ ]Rf

２
１－sinφ

(ccosφ＋σ３sinφ)－(σ１c－σ３c)
é

ë
êê

ù

û
úú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

２

(２１)
对伸长破坏的试样,根据摩尔库伦准则有:

(σ１－σ３)f＝ －２
１＋sinφ

(ccosφ＋σ３sinφ)　(２２)

　　 将式(１９)、(２２)代入式(１８)中可得:

Et＝kpa
σ１

pa

æ

è
ç

ö

ø
÷

n



１－
σ１－σ１c[ ]Rf

－２
１＋sinφ

(ccosφ＋σ３sinφ)－(σ１c－σ３c)
é

ë
êê

ù

û
úú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

２

(２３)

３　分层总和法计算坑底回弹变形

采用分层总和法计算基坑开挖隆起的变形,首
先要确定基坑开挖卸荷引起的坑度土体的卸荷影响

深度和分层计算土层厚度和层数,然后再依次求出

土体卸荷应力路径下的土体附加应力和模量,逐层

求解开挖卸荷引起的回弹变形,最后求得总的坑底

回弹变形值.

３．１　基坑开挖卸荷深度的确定

基坑开挖卸荷引起的坑底隆起变形的计算中,
合理确定开挖卸荷作用下土体的卸荷影响深度对于

准确计算基坑开挖坑底隆起变形至关重要.基坑开

挖卸荷深度的确定,可以依据分层总和法中的附加

应力与自重应力的比值来确定,即在卸荷开挖影响

深度的计算中,可以采用卸荷附加应力与开挖所产

生的总的卸荷量的比值来计算开挖卸荷的影响

深度.
分层开挖卸载引起的总的附加应力计算公

式为:

σz＝∑
n

i＝１
σzij　 (２４)

式中:σzij 为第j层土在其上第i层土的开挖卸荷作

用下所产生的附加应力;σz 为第j层土在上覆n 层

土开挖后所产生的附加应力之和.
同理,分层开挖作用下总卸荷量的计算表达

式为:

pm ＝∑
n

i＝１
pi　 (２５)

式中:pi 为第i层土移除时的竖向卸荷量,可以采用

式(３)得到.
若:σz/pm ≤０．１,则σzj 所对应的深度即为开挖

卸荷作用所产生的土体最大影响深度.
基坑分层开挖的土层数n 的确定,可以根据工

程要求的计算精度来合理划分,在满足计算要求精

度的基础上,采取合理分层厚度以减少计算量.

３．２　 坑底隆起变形计算

根据上述式(５)所确定的开挖卸荷作用下土体

中的附加应力以及式(２１)确定的卸荷作用下的土

体的回弹模量值,结合分层总和法来计算基坑开挖

作用下坑底的回弹变形值.

s＝∑
n

i＝１
si＝∑

n

j＝１

σzi

Eti
hi　 (２６)

式中:hi 为基坑开挖卸荷影响范围内单层土体的厚

度;Eti 为式(２１)推导的卸荷土体的切线模量.

４　工程实例验证分析

为了对比研究该算法的合理性,本文选取文献

[４]软土基坑隆起变形的残余应力分析法中的上海

地铁１号线徐家汇车站的基坑进行分析.
徐家汇地铁车站是上海地铁一号线中最大的一

个车站,长６００m,宽２２m,基坑开挖深度１７m,地
下连续墙厚度８０cm,设置５道支撑.其具体土体

参数取值如表１所列.

表１　土层参数信息

Table１　Parametersofsoils
土层底板埋深/m 土层名称 重度/(kNm－３) 黏聚力/kPa 内摩擦角/(°)

３．１ 褐黄色粉质黏土 １９．０ １６．８ １２．５
６．７ 灰色淤泥质粉质黏土 １７．９ １１．７ ９．８

１５．２ 灰色淤泥质黏土 １７．１ １０．７ ６．５
３０．７ 灰色黏土 １７．９ １５．７ ８．７

　　静止土压力系数、初始卸荷模量系数以及破坏

比按照文献[４]中的取值,依次为:K０＝０．６５,Eui＝

１２５．５,Rf＝０．８９,泊松比μ＝０．２,残余应力系数取

α０＝０．３,根据式(４)Mindlin卸荷应力公式可得,土

体卸荷最大影响深度为坑底以下３６m,单层土体计

算厚度取４m,约为基坑开挖深度的３．５倍,与大量
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数值模拟得出的基坑开挖影响深度约为基坑开挖深

度的３~５倍一致,因此验证了采用明德林应力解计

算基坑开挖的附加应力是合理的,具体计算结果列

于表２.
表２　坑底附加应力和变形值的计算

Table２　Calculationofadditionalstressand

deformationatpitbottom
坑底以下

深度/m
卸荷模量

Eti/MPa
卸荷附加应力

σzi/kPa
单层土体回弹量

si/mm
２ ７．１１ ６１．４１ ３４．３５
４ １１．７５ ５９．８３ ２０．３７
６ １６．５２ ５７．９８ １４．０４
８ ２１．２０ ５５．８８ １０．５０

１０ ２５．７０ ５３．６１ ８．０３
１２ ２９．９５ ５１．１７ ６．８３
１４ ３３．９４ ４８．６４ ５．７３
１６ ３７．６８ ４６．０６ ４．８９
１８ ４１．１７ ４３．４９ ４．２３
２０ ４４．４３ ４０．９５ ３．６９
２２ ４７．４７ ３８．４８ ３．２４
２４ ５０．３２ ３６．１１ ２．８７
２６ ５２．９８ ３３．８６ ２．５６
２８ ５５．４７ ３１．７２ ２．２９
３０ ５７．８０ ２９．７１ ２．０２
３２ ５９．９９ ２７．８３ １．８６
３４ ６２．０５ ２６．０７ １．６８
３６ ６３．９９ ２４．４４ １．４６

∑ １３０．６３

根据表２的结果可知,坑底最大隆起变形量为

１３０．６３mm,该结果与文献[４]中残余应力分析方法

的１３．６cm 基本一致.而现场实测最大隆起变形值

为１２~１３cm,说明采用该方法计算基坑开挖回弹

变形有较高的准确性,计算结果更加接近工程实际,
可以作为预测基坑回弹变形分析的一种有效方法.
同时,坑底强回弹区域为坑底以下１０m 范围,约为

基坑开挖深度的２/３,累计回弹变形量约为８０mm,
占总回弹变形量的６０％以上.

５　结语

(１)基坑开挖引起的坑底附加应力计算中,可
以采用明氏解和布氏解,矩形基坑开挖卸荷引起的

附加应力计算中,采用明氏解得到的附加应力值明

显小于采用布氏解,且明氏解计算的附加应力随着

泊松比μ变化,即随着泊松比μ越大,卸荷附加应

力系数则越大;
(２)矩形基坑开挖卸荷附加应力系数与基坑开

挖面积和基坑开挖形状也有关,基坑开挖面积越大,
卸荷附加应力系数值越大,且卸荷附加应力系数沿

着基坑深度方向的减小的速率也越大,正方形基坑

开挖引起的附加应力系数大于长方形基坑开挖附加

应力系数,但卸荷附加应力系数沿着坑底土体深度

方向的变化趋势一致;
(３)开挖卸荷应力路径中,土体卸荷模量随着

轴向卸荷量的增大而减小,采用传统恒定加载应力

路径下的变形模量值计算坑底回弹变形值会使得计

算结果与实测值偏差较大.卸荷应力路径下,土体

的应力Ｇ应变曲线满足邓肯Ｇ张双曲线模型,在基坑

开挖卸荷引起的坑底土体的回弹变形的分层总和法

计算中,采用基于卸荷应力路径的坑底土体卸荷变

形模量更符合基坑的实际情况,计算结果更接近基

坑监测值.
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