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基于Broyden方法的不对称与对称周期解延拓
算法与应用∗

徐兴波†

(淮阴工学院数理学院应用数学系淮安 223003)

摘要 考虑周期解的数值延拓问题并提出基于Broyden拟牛顿法来延拓周期解的一种有效算法, 先后以布鲁塞

尔振子、平面圆型限制性三体问题(Planar Circular Restricted Three-Body Problem, PCRTBP)的周期解为

例进行了验证. 这里的Broyden方法包含线性搜索、正交三角分解求线性方程组的步骤. 对一般的周期解, 周期

性条件方程组中含有周期作为待延拓参数, 可用周期来决定积分时长, 将解代入周期性条件得到积分型的非线

性方程组, 利用Broyden方法迭代延拓直至初值收敛. 根据两次垂直通过一个超平面的轨道是对称周期轨道的性

质, 可采用插值的方法求得再次抵达超平面的解分量, 得到周期性条件方程组, 再用Broyden方法求解. 结合哈

密顿系统的对称性和PCRTBP周期轨道的一些分类, 对2/1、3/1的内共振周期解族进行了数值研究. 最后, 对

算法和计算结果做了总结和讨论.
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1 引言

庞加莱(H. Poincaré)率先用基于隐函数定理

的延拓方法来研究限制性三体问题(Restricted

Three-Body Problem, RTBP)的周期解, 并开创了

微分方程定性领域, 很多关于周期解的研究都是以

庞加莱的方法为根基的. 周期解被认为在哈密顿系

统有界轨道集合内是稠密的, 在很大程度上确定了

哈密顿系统相空间的骨架, 稳定的轨道对应于有序

运动, 而不稳定的轨道分布在混沌区域. 周期解在

非线性动力学研究中具有重要意义, 随着理论方法

的发展和工程技术的需求, 更多复杂的周期解特别

是N -体问题的周期解被证明存在、也被计算出来.

周期解问题通常对应于边值问题, 给出充分多

的定解条件可以确定一个周期解, 且只需要知道

某个时刻的初值便可将周期解的全部信息计算出

来. 袁惠群等[1]考虑了非线性自治系统周期解的计

算问题, 首先将周期解问题化为边值问题, 固定部

分初值分量, 其余初值作为参数, 数值积分初值问

题可得到对应于周期性条件的非线性方程组, 接着

利用差商矩阵替代雅可比矩阵, 利用拟牛顿法对

初值参数做微分改正, 求解线性方程组, 得到改正

值, 循环反复直到改正值趋于零且满足精度为止.

张锁春[2]综述了关于周期解计算的多种算法, 涉及

到了庞加莱截面、摄动法、(多重)打靶法、有限差

分法、多重网格法、规范型与Hopf分叉、变分与

最优控制等方面的知识. 庞加莱截面是高维周期解
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降维计算的常用工具, 可将周期解的计算变为截

面上不动点的计算. Lindstedt-Poincaré方法是一

种针对含小参数的受摄系统求级数解的摄动方法,

数值求解时可以不必展开, 这方面的工作可参考

Viswanath[3]的工作.

由于很多哈密顿系统存在首次积分和对称性,

哈密顿系统周期解的计算不全同于以上这些算法.

Farantos[4]给出了基于多重打靶法计算哈密顿系

统周期解的算法与程序POMULT (Periodic Orbits

MULTishooting),该程序包可以计算周期解、Four-

ier变换、庞加莱截面、Lyapunov指数等.多重打靶

法对高度非线性系统以及不稳定周期解的计算是

有效的, 它有个特点是需要用压缩算法求解系数矩

阵为稀疏矩阵的线性方程组. Lara等[5]针对周期解

计算问题的微分改正法, 提出了一种基于空间曲线

微分几何坐标架的计算方案, 并用于计算RTBP的

周期解. Wulff等[6–7]先后研究了对称周期解以及哈

密顿相对周期解的数值延拓, 借助AUTO软件, 可

以计算三体问题的8-字形周期解, 用微分流形方面

的数学工具来定义自适应庞加莱截面, 并给出了单

重和多重两种打靶法来计算不同情形下的周期解.

Tsirogiannis等[8]提出了多核并行的网格搜索法, 并

用于计算Hill问题的全局周期解. Dena等[9]提出了

高精度数值延拓周期解的一种方法, 该算法包含伪

弧长延拓方法(pseudo-arclength)、基于牛顿法的

最优打靶法、基于开源软件TIDES (Taylor series

Integrator for Differential EquationS)的泰勒级数

法以及奇异值分解法(Singular Value Decomposi-

tion, SVD). Dena等[10]将这种高精度数值延拓方法

与网格搜索、并行计算相结合, 应用于计算月球卫

星大量周期轨道的初值. Galan-Vioque等[11]回顾

了周期解的延拓与周期解稳定性的关系, 介绍了边

值问题求解软件如何求解对称哈密顿系统周期解

的方法, 并以数学摆和三体问题8-字形周期解的计

算作为验证.

周期解初值延拓计算问题可被转化为边值问

题, 其中, 未知参数包含部分或全部初值, 也可以

包含周期, 并可被蕴含于周期性条件方程组中. 问

题的关键在于定义周期性条件方程组并求解, 但该

方程组是动态的: 对初值问题进行数值积分, 直到

数值解抵达某个边界条件, 如果周期性条件都满

足便得到了周期解初值, 如果不满足就要基于微

分改正法的思想修正初值, 反复这个过程, 直到初

值收敛且是积分方程组的解. 这个非线性积分方

程组的求解可以借助数值积分与Broyden方法来完

成. 对自治与非自治、周期已知与未知、对称与不

对称、是否有积分参数、沿着不同参数延拓等不

同情形, 周期解计算的具体方案有所不同. 在一般

周期解延拓方法的基础上, 基于相关程序[12], 本文

提出计算一般周期解与对称周期解的一种新方案,

并在Linux系统下使用gfortran编程实现, 经数值验

证, 该计算方案是很有效的.

2 一般延拓方法

2.1 微分改正法

考虑N维的常微分初值问题

d

dt
Y = F (t,Y ) ; Y (t0,Y 0) = Y 0 , (1)

其中t0是初始时刻, Y = Y (t,Y 0)是初值问题(1)式

的解, 自变量t的定义区间为I ⊂ R, R为实数域,

Y = (y1, y2, · · · , yN )T ∈ RN , 上标正体符号T表示

转置, RN表示每一分量都是实数的N维向量空间,

F是(t, Y ) ∈ I×RN映到 d
dt
Y ∈ RN的函数, 这里两

个集合相乘的运算是笛卡尔积(以下同).

定义1. 称Y (t,Y 0)是(1)式所述系统的周期解, 如

果存在实数T > 0, 对∀t ∈ R有Y (t + T,Y 0) =

Y (t,Y 0). 其中, T为一个周期, 最小正数T为通常

所说的周期.

如果有初值Y 0, 经过约为T0的时间回到初值

附近,得Y (t0+T0,Y 0) ≈ Y 0, 记δY和δT分别为初

值和周期的改正值, 在改正后得到周期解

Y (t0 + T0 + δT,Y 0 + δY ) = Y 0 + δY ,

为了求得δT和δY , 采用微分改正思想进行求解, 根

据一阶泰勒展开式,

Y (t0 + T0 + δT,Y 0 + δY )

≈ Y (t0 + T0,Y 0) +
∂Y

∂Y 0

(t0 + T0,Y 0)δY +
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∂Y

∂t
δT ≈ Y 0 + δY , (2)

得到

(M − I F )|
(t0+T0,Y 0)

δY

δT


= Y 0 − Y (t0 + T0,Y 0) . (3)

注意到∂Y
∂t

= F (t,Y ), 记M = ∂Y
∂Y 0
为单值(Mono-

dromy)矩阵, I为N阶单位矩阵, M、I属于N阶实

方阵集合RN×N , 且有
M(t0 + T0,Y 0) =

(
∂yi

∂y
(0)
j

)
N×N

∣∣∣∣∣
(t0+T0,Y 0)

,

M(t0,Y 0) = I ,

其中, 单值矩阵M是解向量Y对初值向量Y 0的雅

可比矩阵, 可以表示为元素 ∂yi

∂y
(0)
j

(1 6 i, j 6 N)的集

合. 为了应用微分改正法求得改正值, 需要对(1)式

系统中的N个微分方程数值积分, 以便得到Y (t0 +

T0,Y 0), 同时还需要对微分方程的变分系统

d

dt
M(t,Y 0) =

∂F (t,Y )

∂Y
M(t,Y 0) ,

进行积分从而得到单值矩阵M , 其中∂F (t,Y )/∂Y

为变分矩阵. 这样, 为得到线性方程组(3), 一共需

要积分N + N2个微分方程. 确定方程组(3)的系数

之后, 在求解方面仍面临一个关键的问题, 即线性

方程组(3)有N + 1个未知变量而仅有N个方程. 为

克服该问题, 可以利用起始时刻和一个周期后同

一个分量的导数相等, 增加一个方程来单独改正

周期, 比如考虑Y第j个分量的导数或者说向量函

数F的第j个分量Fj在t = t0和t = T + t0时相等. 已

知第k次迭代计算的初值Y
(k)
0 和周期T (k), 得周期

改正关系式,

T (k)Fj(t0 + T (k),Y (t0 + T (k),Y
(k)
0 ))−

T (k+1)Fj(t0,Y
(k)
0 ) = 0 . (4)

选择Fj时, 避免Fj等于0或接近0的情况, 这样可以

解出T (k+1). 计算δT = T (k+1) − T (k), 代入方程

组(3)并求解初值的改正值δY , 再得Y
(k+1)
0 = Y

(k)
0

+δY . 以上过程不断重复, 直到改正值满足精度要

求.

对微分方程的自变量做适当变换, 有时可以提

高计算周期解的效果, 该方法在多重打靶法中具有

重要应用. 对系统(1)可以做关于时间t的变换, 取

τ = mod (t− t0, T )/T ∈ [0, 1], 以τ为自变量, 得
d
dτ

Y

T

 =

TF (τT,Y )

0

 ,

Y = Y (τT,Y 0) = Y |τ ,

(5)

记F |τ = F (τT,Y ),以Y 0、T0为未知参数,以Y (0)、

T (0)为已知参数, 初始条件为

Y 0 = Y
(0)
0 , T0 = T (0) ,

N + 1维的周期性条件方程组可以写为 T = T0 , Y |τ=1 − Y 0 = 0 ,

TFj |τ=1 − T0Fj |τ=0 = 0 ,
(6)

交换(6)式中的T和T0不影响求解.

2.2 基于拟牛顿法的算法

如果系统(1)存在周期解, 那么方程组(6)存在

解. 当方程组(6)的雅可比矩阵非奇异时, 基于牛顿

法(或称Newton-Raphson法)求解方程组(6)是可行

的, 但为了避免推导变分矩阵和编程的麻烦, 使程

序面向更多的应用,可以采用差分法来计算系统(1)

的单值矩阵, 得到方程组(6)的近似雅可比矩阵, 再

基于牛顿法求解(6), 此即拟牛顿法的思想.

已知Broyden方法是一类很有效的拟牛顿法.

考虑m维的非线性方程组Φ(X) = 0, 且Φ : X ∈
Rm → Rm是Lipschitz连续可微函数. 记∥ · ∥∞为∞-

范数, ∥ · ∥2为2-范数, Xj为X的第j个分量, 那么

∥X∥∞ = max16j6m |Xj |, ∥X∥22 =
∑m

j=1 X
2
j . 定义

目标函数ϕ(X) = min 1
2
∥Φ(X)∥22, 求解非线性方程

组的Broyden算法如下:

• 步0 (初始化): 迭代次数k = 0, 初值为X(k),

允许误差为eps.
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• 步1: 记Φ(X(k)) = Φ(k). 若∥Φ(k)∥∞ <eps,

X(k)即为所求解, 返回, 算法结束; 否则转

步2.

• 步2: 利用向前差分法计算初始雅可比矩阵

B(0), 第j列为

B
(0)
(j) =

Φ(X(0) + δX(0))− Φ(X(0))

δX
(0)
j

≈

[
∂Φ(X(0))

∂Xj

]
m×1

, 1 6 j 6 m.

• 步3: 根据拟牛顿法, 得B(k)δX(k) = −Φ(k),

并用正交三角分解法求解, 因常用Q表示正

交矩阵, R表示上三角矩阵, 该分解常被称

为QR分解. 得到δX(n)后, 转步4.

B(k) = Q(k)R(k), R(k)δX = −(Q(k))TΦ(k) .

• 步4: 记X(k+1) = X(k) + λδX(k), 线性搜

索λ ∈ (0, 1], 使目标函数在X(k)处的一阶展

开式绝对值最小,

min

∣∣∣∣12∥Φ(k)∥22 + λ[(Φ(k))TB(k)]δX(k)

∣∣∣∣
<

1

2
∥Φ(k)∥22 ,

依据是否搜索到λ, 分类如下:

步4.1: 若得λ, 即得X(k+1). 若∥λδX(k)∥∞/

max(∥X(k)∥∞, 1) <eps, 返回, 算法结束; 否

则, 转步5.

步4.2: 若未搜索到λ. 令k := k+1, 若k小于最

大搜索次数, 返回步2重新计算; 否则报错, 算

法结束.

• 步5: 记两个向量w(k) = Φ(k+1) − Φ(k) − λB(k)δX(k),

s(k) = δX(k)/∥δX(k)∥22 ,

利用Broyden公式更新雅可比矩阵, ⊗表示张
量积,

B(k+1) = R(k) + (Q(k))T(w(k) ⊗ s(k)) ,

令k := k + 1, 转步3.

以上介绍的Broyden方法可以用于求解周期性条件

方程组(6), 从而得到周期解的初值.

牛顿法具有局部二阶收敛性的特点, 在某些凸

空间具有非局部收敛性, Broyden同样具备了牛顿

法的优点, 但用近似雅可比矩阵来寻找下降方向还

存在着一些问题, 比如, 初始近似雅可比矩阵奇异

或接近奇异, 或者偏离真实雅可比矩阵较多. 关于

Broyden方法, 存在一些改进, 对初始雅可比矩阵

非奇异情形理论上能够做到算法的全局收敛[13–14].

文献[12]提供了结合线性搜索以及可多次尝试计

算非奇异初始雅可比矩阵的方法来使用Broyden方

法, 这种方法的组合增强了求解非线性方程组的有

效性.

非线性常微分系统周期解的求解并不是直接

调用求解非线性方程组的算法和程序, 而是有(a)、

(b)、(c)、(d)共4个模块: (a)选择合适的初值和近

似的周期并对初值问题进行积分; (b)根据近似的

周期确定积分截止时刻并求出对应的解向量; (c)将

积分结果代入周期性条件方程组, 其中, 初值参数

的个数和周期性条件方程组的个数是一致的, 避免

求出奇异的近似雅可比矩阵, 这样才得到所要求解

的非线性方程组; (d)再利用Broyden类的方法迭代

求解该非线性方程组. 在程序编制方面, 可将(a)、

(b)、(c)封装在一起供(d)调用, 便可输出满足精度

要求的周期性条件方程组的初值参数.

2.3 布鲁塞尔振子算例

为了更清楚地说明如何应用, 本节以Brusella-

tor (布鲁塞尔振子)方程[2]为例先进行计算验证. 令

t、t0、x、y、T、A、B ∈ R, Brusellator方程为dx
dt

= A− (B + 1)x+ x2y ,

dy
dt

= Bx− x2y .
(7)

为了方便在给定初始条件(x(0), y(0), T (0))附近寻找

周期解的初值(x0, y0)和周期T0, 不失一般性, 取初

始时刻t0 = 0, 对方程组(7)做时间变量变换, 取自

变量为τ , 满足τ = t/T0 ∈ [0, 1], 即作如下变元变
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换,

x|τ = x(τT0, x0, y0) = x(t, x0, y0) ,

y|τ = y(τT0, x0, y0) = y(t, x0, y0) ,

得周期边值问题,

dx

dτ
= T0

dx

dt
= T0[A− (B + 1)x+ x2y],

dy

dτ
= T0

dy

dt
= T0(Bx− x2y),

x|τ=0 = x|τ=1, y|τ=0 = y|τ=1 ,

(8)

选取以下3个方程作为周期性条件方程组,
x|τ=1 − x0 = 0, y|τ=1 − y0 = 0 ,

dy
dτ

∣∣∣∣
τ=1

− dy
dτ

∣∣∣∣
τ=0

= 0 ,
(9)

其中x|τ=1, y|τ=1可以由初值问题的数值积分得到.

第3个方程被替换为关于周期T的方程, 即

T (Bx− x2y)|τ=1 − T0(Bx− x2y)|τ=0 = 0 . (10)

求解T , 然后再令T0 = T , 从而周期得到改正, 同时

数值积分的时间也更新为T .

选择参数A = 1、B = 3、t0 = 0时的初值(x0,

y0)和近似周期T0为

(x(0), y(0), T (0)) = (0.47221661, 1.5068360, 7.16) .

计算发现, 该初值问题的相图接近一个不对称闭

圈. 由于Brusellator问题的周期解不具对称性, 很

难做到固定一个分量而只延拓另一个分量就能得

到周期解, 必须做两个分量的初值延拓. 在初始条

件附近得到周期解的初值和周期为
x0 = 0.68080105525456058,

y0 = 2.3501429372171345,

T0 = 7.1569199211799033 .

(11)

数值实验表明, 这样的计算方案是可行的. 用基于

Broyden方法计算周期解初值和周期的方案, 对初

值相同、周期不同的Brusellator问题, 可以延拓得

到周期解初值有点偏差的同一个周期解, 相图如

图1所示.
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图 1 初始条件为(11)式的Brusellator周期解

Fig. 1 Periodic solution of Brusellator with initial conditions

of Eq. (11)

3 哈密顿系统周期解

3.1 哈密顿系统的对称周期解

如果一个哈密顿系统是含时间的非保守系统,

可以通过正则扩充, 将时间和哈密顿函数作为一对

共轭正则变量, 变换得到偶数维的自治系统[15]. 不

失一般性, 考虑N维(这里的N为偶数)自治的哈密

顿系统H(z) = H(p, q) : X ⊂ RN → R, X为z =

(qT, pT)T的定义空间即相空间, q、p分别为广义

坐标和广义动量, 对应的微分方程组为

dz

dt
= J

∂H

∂z
=

(
∂H

∂pT
,− ∂H

∂qT

)T

, (12)

其中J为N阶反对称矩阵, 可分为4个子块, 左上、

右下为零矩阵, 右上为负的单位矩阵, 左下为单位

矩阵, 且满足JT = −J = J−1.

定义2. 称矩阵Γ为反辛的, 如果ΓTJΓ = −J . 如果

哈密顿系统H(z)满足H(Γz) = H(z), Γ2 = I, 那

么反辛矩阵Γ为H(z)的一个离散辛对称.

引理3. 考虑哈密顿系统(12), 记该系统在时刻t0的

初值为z0, 那么它的解z可表示为z = z(t, z0), 满

足
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z(0,z0) = z0. 如果Γ是它的一个离散辛对称,

满足

Γz(−t, z0) = z(t, z0) ,

Γz(−t+ T/2,z0) = z(t+ T/2, z0), T ̸= 0 ,

那么必然存在对称周期解z(T, z0) = z(0,z0) =

z0.

证 由已知条件, 有 Γz
(
−t+ T

2
, z0

)
= z

(
t+ T

2
, z0

)
,

Γz
(
−t+ T

2
, z0

)
= z

(
t− T

2
, z0

)
,

得z
(
t+ T

2
, z0

)
= z

(
t− T

2
,z0

)
, 取t = T

2
, 得证.

如果哈密顿系统存在周期解, 取与某处相流

z横截的超平面为庞加莱截面Πz, 周期解便对应于

该截面到自身映射的不动点. 记Πz为离散辛对称哈

密顿系统的一个对称轴或对称平面, 那么两次垂直

通过Πz的解为对称周期解. 由于周期是未知的, 可

以设定初值使之满足垂直通过条件, 仅需要判断

第2次通过是否垂直, 但需要借助较为准确的插值

确定抵达Πz的时间, 然后通过延拓方法修正初值,

如此反复, 直到初值满足要求.

3.2 解的插值与延拓

为较有效地计算解向量第2次通过Πz的时间
T0

2
, 可采用两向量的Hermite插值. 采用单步法对系

统(12)进行数值积分, 记前一步没有通过Πz的时刻

为tb = 0, 而后一步却在Πz上或通过Πz, 记该时刻

为ta = tb + h, 实际上, h > 0为解穿过Πz的单步积

分时长, 记ξ = t−tb
ta−tb

∈ [0, 1]. 再记 zb = z(tb,z0), za = z(ta, z0),

F b =
d
dt
zb, F a = d

dt
za,

整理得Hermite插值的一元三次多项式向量P (ξ),

P (ξ) = [(F b + F a)h+ 2(zb − za)]ξ
3+

[−(2F b + F a)h+ 3(za − zb)]ξ
2+

Fbhξ + zb . (13)

如果z的某个分量方向恰好通过Πz, 则选取P (ξ)的

该分量为0, 利用一元三次方程求根公式(盛金公

式)即可得出实根ξ0 ∈ (0, 1), 再利用P (ξ0)可求出其

他分量在此刻的值.

要求改正后的初值满足从截面Πz垂直出发的

条件, 即

(dz/dt)T|t=0δz = 0 , (14)

可将该方程作为一个约束条件用于修正初值.

考虑在能量守恒的条件下寻找或延拓周期解,

即要求H(z(T0

2
+ δT, z0 + δz)) −H(z0) = 0, 基于

牛顿法, 将此式在积分时长T0/2处作一阶泰勒展

开, 得

H

[
z

(
T0

2
+ δT, z0 + δz

)]
−H(z0)

≈ H

[
z

(
T0

2
, z0

)]
−H(z0) +

∂H

∂zT

∣∣∣∣
P (ξ0)

δz+

∂H

∂t
δT ≈ 0 ,

得线性方程(
∂H

∂zT
,
∂H

∂t

)δz

δT

 = H(z0)−H

[
z

(
T0

2
,z0

)]
,

(15)

注意到, 对自治情形, ∂H
∂t

= 0. 令向量z
(
T0

2
, z0

)
≈

P (ξ0), 代入方程组(3)及(15)式, 联立(14)式, 应

用Broyden方法便可求解哈密顿系统对称周期解的

初值.

以上内容介绍了对称周期解的延拓计算方法

以及考虑能量守恒系统的单参数周期解的计算方

案, 下面将以RTBP的周期解计算来验证算法的可

行性与有效性.

3.3 PCRTBP周期轨道分类

经典的RTBP是指一个质量可以忽略的小天体

在两个可看作质点的大天体的万有引力作用下的

运动问题, 在不同的坐标系下被写成不同的不可积

哈密顿形式, 至今仍是很多哈密顿系统理论和方法

的试金石[16].
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两个大天体的相对轨道为圆型时, 这便得到

了圆型RTBP. 考虑平面圆型RTBP (Planar Circu-

lar RTBP, PCRTBP), 记大天体为P1、P2. 以两大

天体的质量和为质量单位, 以大天体之间相对轨

道(圆型轨道)半径为长度单位, 以两个大天体相对

轨道的平均运动角频率的倒数为时间单位, 使得万

有引力常数G在此单位制下恒为1. 在归一化的单

位制下, P1、P2的质量分别为1− µ、µ.

在大天体运动平面上, 以P1为坐标原点, 选定

某时刻从P1指向P2的方向为横轴(x1轴)正方向, 可

建立右手螺旋直角坐标系, 此即P1心旋转坐标系,

记小天体的位置坐标为x = (x1, x2)
T, 与x共轭的

广义动量为

y = (y1, y2)
T =

(
dx1

dt
− x2,

dx2

dt
+ x1 − µ

)T

.

记∥ · ∥为表示向量长度的2-范数运算符. 利用P1心

旋转坐标系与质心旋转坐标系之间的换算关系, 可

计算得到P1心坐标系下的哈密顿函数,

H =
1

2
∥y∥2 + (x2y1 − x1y2)−

1

r1
+

µ

(
x1 +

1

r1
− 1

r2

)
, (16)

其中r1 = ∥x∥, r2 = ∥x− (1, 0)T∥. 对应的微分系统
为

d2x1

dt2
= 2

dx2

dt
+ x1 − µ− d1x1 − d2(x1 − 1),

d2x2

dt2
= −2

dx1

dt
+ x2 − (d1 + d2)x2,

d1 =
1− µ

r31
, d2 =

µ

r32
.

该系统关于大天体连线即x1轴对称, 离散辛对称矩

阵为Γ1 = diag{1,−1,−1, 1}.
RTBP中µ = 0的未受摄系统的周期轨道也

称派生(generating)轨道, 均以单参数的解族形式

存在. Poincaré依据延拓法, 以µ = 0的未受摄系

统的周期解类型来对RTBP的周期解进行分类.

Bruno等在Poincaré分类的基础上对PCRTBP的周

期轨道做了更详细的研究.以µ为小参数,第1种(1st

species)周期轨道是指延拓未受摄系统圆型或椭圆

型周期轨道得到的周期轨道. 若未受摄系统的周期

轨道为: (1)平面圆型, 此为第1类(1st kind); (2)平

面椭圆型, 此为第2类(2nd kind). 另外, 在惯性坐

标系中, 如果小天体沿着大天体的绕转方向运动,

称之为顺行(direct motion); 如果相对静止, 称之为

相对平衡; 如果与大天体的绕转方向相反, 称之为

逆行(retrograde motion). 不经过P2的派生轨道为

第1种; 绕P1运动且经过P2的派生轨道为第2种(2nd

species); 局限于P2附近的派生轨道为第3种(3rd

species).

当µ = 0时, 记小天体绕P1的轨道周期为T , 平

运动为|n|,

|n| ≡ 2π

T
,

当小天体顺行时, n为正, 逆行时为负. 小天体轨道

的平近点角为

ℓ = nt+ ℓ0 .

小天体的轨道半长径为a, 满足n2a3 = 1, 即a =

|n|−2/3. 在PCRTBP第1种派生轨道中, 第1、2类周

期轨道按照顺行、逆行以及形状等又划分为不同

的型(genre).

给第1类圆型轨道族命名时, Circular的首字母

C常用作雅可比积分, 故采用第2个字母大写来

命名, 另外I也形似1. 下标的命名, 采用了英文首

字母: 顺行记d, 逆行记r, 靠内(interior)记i, 靠外

(exterior)记e. 当n > 1时, 0 < a < 1, 轨道为顺行、

内轨道, 下标记为di; 当0 < n < 1时, a > 1, 轨道为

顺行、外轨道, 下标记为de; 当n < 0时, 轨道为逆

行的, 下标则记为r. 给第2类椭圆轨道族命名时, 取

Elliptic的首字母命名.下标以P2和小天体的整数周

期比来命名; 上标的取法按照定义执行, 其中上标a

代表asymmetric的首字母.

定义4. [17] (1)第1类轨道分为3个型: 顺行内轨道

Idi、顺行外轨道Ide、逆行轨道Ir, 轨道解为x1 =

a cos(ℓ − t), x2 = a sin(ℓ− t).

(2)第2类轨道分为5个型. 记天体P2和小天体

绕大天体P1顺行运动的圈数分别为互质整数I、J
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(逆行时为负数). 小天体轨道的半长径为a = (I/

J)2/3, 偏心率为e (0 < e < 1), 称轨道为Ei
IJ型、

Ee
IJ型的, 如果I + J为奇数, 轨道与正x1轴分别

在(0, a)、 (a, 2a)内有一次垂直相交. 称轨道分别

为E+
IJ型、E−

IJ型的, 如果I、J同为奇数, 分别与

正x1轴、负x1轴有两次垂直通过. 称不关于x1轴

对称的轨道为Ea
IJ型的(J = 1). 其中, 对称轨道

垂直通过正x1轴, x1 = a(1 ± e), x2 = dx1

dt
= 0,

dx2

dt
=

√
a(1−e2)

x1
− x1.

3.4 PCRTBP对称周期解的计算

在延拓计算对称周期解时, 本文算法没有用派

生轨道的周期来控制积分截止时刻, 因为受摄系

统的轨道未必在派生轨道的半个周期后能垂直靠

近对称轴; 如果按照一个周期条件来延拓初值, 便

失去了对称性约束. 考虑PCRTBP的对称周期解的

计算, 以µ为小参数, P2和小天体在惯性坐标系下

分别顺行绕P1转I、J圈, 那么在旋转坐标系下, 小

天体有2|J − I|次经过x1轴. 延拓的周期轨道仍与

派生轨道具有相同的对称性, 经过x1轴的次数也相

同. 根据引理3, 只需要计算半个周期的信息就可

以延拓对称周期解. 周期未知, 但能计算经过对称

轴的次数. 从初值作为第1次垂直通过x1轴算起, 到

第1 + |J − I|次通过x1轴结束, 如果第1 + |J − I|次
是垂直x1轴的, 那么周期解初值已经找到, 否则应

用Hermite插值得到x2 = 0的时刻T0/2作为临时的

半个周期. 利用前后两次经过x1轴的积分结果进行

Hermite插值, 得到类似于(6)或(9)式的半个周期的

周期条件方程组,

T − T0 = 0, x2|t=T
2
= 0, dx1/dt|t=T

2
= 0 ,

(17)

并可应用Broyden方法延拓得解. 对称周期解能否

成功延拓, 关键在于能否找到(17)式的解. 影响成

功延拓的因素有多方面, 主要包括周期解的稳定

性、解的计算精度、周期性条件、非线性方程组

求解算法、代码本身等. 下一段将对这些因素进行

简要的说明.

(1)周期解的稳定性依赖于初值和小参数.若周

期解是稳定的(比如线性稳定), 稳定的周期解附近

仍存在大量的周期解, 满足精度要求下数值积分的

步长可以大一些, 小参数的变化可以比较大. 当计

算对称周期解时, 可用插值法来计算某解分量再次

抵达超平面Πz的解, 该解可用一次Hermite插值来

估计, 将插值解代入周期性条件方程组, 在一定精

度范围内能够成功延拓周期解. 若周期解是不稳定

的(比如单值性矩阵的一对特征值即一对特征乘子

互为倒数), 周期解对初值和小参数的敏感性比较

强, 待延拓的小参数的变化如果不充分小, 采用变

步长的数值积分并用插值法来估计某解分量再次

抵达超平面Πz, 存在的误差有可能影响周期性条件

方程组的精确求解. (2)两点的Hermite插值精度与

区间长度有关, 误差量级为区间长度的4次方. 如果

对周期性条件方程组的求解精度要求较高, 就要选

择适当的初始积分步长, 既要避免数值积分累计误

差过大, 也要降低插值误差. (3)如果计算对称周期

解,就需要利用对称条件来建立周期性条件方程组,

否则得不到对称解. 而且周期性条件方程组的方程

个数必须与未知初值参数的个数相同, 否则计算不

出雅可比矩阵. (4)在2.2节的结尾已经作了说明, 结

合线性搜索、可多次计算初始雅可比矩阵以及用

QR分解的Broyden方法对精确的积分型非线性方

程组求解是全局超线性收敛的.

下面结合具体算例来叙述一些计算细节. 选择

以µ为小参数延拓第2类派生轨道来作为算例, 考虑

延拓后的小参数µ = 0.001, 并考虑P2与小天体平

运动之比I/J等于1/(±2)或1/(±3), 派生轨道的周

期都为2π, 并固定派生轨道的偏心率、轨道倾角、

升点经度、近点角距依次为e = 0.1、 i = 0、Ω =

0、ω = 0. 由于考虑到顺行、逆行、近点、远点的

情况, 得到垂直通过正x1轴的4种初值: (1)近点顺

行; (2)近点逆行; (3)远点顺行; (4)远点逆行. 初值

的形式均为(x1, 0, 0,
d
dt
x2), 其中x1、

d
dt
x2与轨道根

数的关系见定义4.

对PCRTBP,考虑µ=0.001,延拓I/J = 1/(±2)

的派生轨道, 得到的结果见表1, 其中斜体E为偏近

点角, |n|为平运动, 带上标∗的值为对称周期解参
数, 数值图像见图2; 延拓I/J = 1/(±3)的派生轨

道, 得到的结果见表2, 数值图像见图3. 数值发现积

分步长影响计算结果, 原因主要在于插值尽管节省
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时间但存在一定的误差, 共振不稳定的解对初值具

有敏感性, 使得不同初始积分步长情况下得到的周

期性条件方程组略有不同, 所以使用不同步长延拓

的共振周期解可能不同. 经验表明, 步长可以选择

一个较小值比上积分圈数, 比如0.01/(1 + |J − I|),
如果初值和积分一个周期后的值之间的绝对误

差超过10−10, 可以适当缩小初始步长, 使得周期

性条件方程组两端误差的最大值不超过10−10, 这

样得到的周期解精度较高. 算法表现出了较好

的执行效率, 表1–2的最后一列记录了在4核8G内

存、i7-6500U CPU上延拓计算所需时间(单位为s).

图2中, 4个轨道都满足I + J = 1 + 2 = 3为奇数,

左侧的轨道都是顺行, 右侧的轨道都逆行; 左上侧

的轨道与正x1轴有一次垂直通过, 且交点横坐标

在(0, a)内, 属于Ei
12解族; 左下侧的轨道与正x1轴

也有一次垂直通过, 交点横坐标在(a, 2a)内, 当属

于Ee
12解族; 右侧轨道与正x1轴均有两次垂直通过,

由于偏心率e = 0.1,使得两次垂直通过分别介于(0,

a)、(a, 2a)范围内, 可知右上侧轨道属于Ei
12解族;

右下侧轨道属于Ee
12解族. 图3仅提供了两幅子图,

原因是此情况下近点处的延拓轨道与远点处的延

拓轨道形状完全相同, 左、右轨道分别属于E+
13解

族、E−
13解族.

另外, 可以利用数值方法计算出单值矩阵的特

征值来了解这些周期解的线性稳定性. 以上几个初

值问题的线性变分系统各有4个特征乘子, 一对为

模小于1的共轭复根, 另一对为互为倒数的实根或

互为共轭的复根(有一个模大于1), 以上计算得到

的周期解都是线性不稳定的.

表 1 2/1周期比的派生轨道在µ = 0.001时延拓得到的对称周期解信息
Table 1 Information of the symmetric periodic solution at µ = 0.001 continued from the 2/1 resonant

generating orbit

Ei,e
12 E = 0, n = 2 E = 0, n = −2 E = π, n = 2 E = π, n = −2

x1 0.56696447245269299 0.56696447245269299 0.69295657744218031 0.69295657744218031
d

dt
x2 0.82593065687128653 −1.9598596017766725 0.44668489200471206 −1.8325980468890726

x∗
1 0.56597896748179399 0.56596755336383131 0.69534682134740899 0.69344645900763702

d

dt
x∗
2 0.82695748995426777 −1.9598792634828028 0.44669558524970854 −1.8311527566699777

T ∗

2
3.1075932399066728 3.1389814975067081 3.2165337174958171 3.1380013013405774

cpu/s 0.20 1.27 0.60 0.57

表 2 3/1周期比的派生轨道在µ = 0.001时延拓得到的对称周期解信息
Table 2 Information of the symmetric periodic solution at µ = 0.001 continued from the 3/1 resonant

generating orbit

E±
13 E = 0, n = 3 E = 0, n = −3 E = π, n = 3 E = π, n = −3

x1 0.43267487109222252 0.43267487109222252 0.52882484244604977 0.52882484244604977
d

dt
x2 1.1617920218281024 −2.0271417640125473 0.77573897903421596 −1.8333886639263155

x∗
1 0.43255913987627725 0.43240711937728959 0.52897336087932578 0.52888122086672618

d

dt
x∗
2 1.1620168336082415 −2.0265824920209279 0.77561857124762457 −1.8322776637101967

T ∗

2
3.1484276870182790 3.1402900213293323 3.1484273577290938 3.1402894852673549

cpu/s 0.76 0.64 0.24 0.70
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4 总结与讨论

在介绍一般周期解延拓方法的基础上, 回顾了

基于牛顿法的微分改正法, 并阐述了一种对求解非

线性方程组行之有效的Broyden方法.该Broyden方

法并不单单指用差分法来近似计算雅可比矩阵, 而

是包含了线性全局搜索、可尝试多次计算雅可比

矩阵、用QR分解法来减少求解线性方程组的计算

复杂度等优点, 该方法对求解非线性方程组来说是

一种全局收敛方法. 但周期解的周期性条件方程组

并不是一个确定好了的方程组, 而是经数值积分得

到且使得周期性条件方程组近似成立.
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图 2 µ = 0.001情形下的Ei,e
12族周期轨道相图(顺行时类型上标为“i”,

逆行时上标类型为“e”). 派生轨道半长径a = 2− 2
3 , 偏心率e = 0.1,

近点角距ω = 0. 左上图顺行, n = 2, 偏近点角E = 0; 右上图逆行,

n = −2, 偏近点角E = 0; 左下图顺行, n = 2, 偏近点角E = π; 右

下图逆行, n = −2, 偏近点角E = π.

Fig. 2 The phase diagrams of the periodic orbits in Ei,e
12

families at µ = 0.001 (the upper symbol is “i” when the

motion is direct, and “e” when the motion is retrograde).

The semi-major axis of the corresponding generating orbit is

a = 2− 2
3 , the eccentricity is e = 0.1, and the argument of the

pericenter is ω = 0. The upper left panel is for the prograde

motion with mean motion velocity n = 2 and initial eccentric

anomaly E = 0; the upper right panel is for the retrograde

motion with n = −2 and E = 0; the lower left panel is for

the prograde motion with n = 2 and E = π; the lower right

panel is for the retrograde motion with n = −2 and E = π.
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图 3 µ = 0.001情形下的E±
13族周期轨道相图(顺行轨道上标为“+”,

逆行时上标为“−”). 派生轨道半长径a = 3− 2
3 , 偏心率e = 0.1, 近点

角距ω = 0. 左图顺行, n = 3, 偏近点角E = 0, π; 右图逆行,

n = −3, 偏近点角E = 0, π.

Fig. 3 The phase diagrams of the periodic orbits in E±
13

families at µ = 0.001 (“+” for the prograde motion, and “−”

for the retrograde motion). The semi-major axis of the

corresponding generating orbit is a = 3− 2
3 , the eccentricity

is e = 0.1, and the argument of the pericenter is ω = 0. The

left panel is for the prograde motion with the mean motion

velocity n = 3 and the initial eccentric anomaly E = 0 or π;

the right panel is for the retrograde motion with n = −2 and

E = 0 or π.

一般的周期解没有对称性约束, 需要积分接近

一个周期的时间, 将周期作为待延拓的参数, 不断

延拓初值和周期, 最终得到收敛参数. 对称周期解

的延拓需要利用对称性, 否则所得的周期解未必是

对称的. 根据哈密顿的离散辛对称性, 两次垂直通

过超平面的解是对称解, 那么只需数值积分计算半

个周期的信息便可延拓初值. 初值在超平面上, 待

延拓的初值参数在该超平面的补空间上, 根据某一

分量的符号变化来判别何时抵达超平面附近, 利用

超平面两端节点进行Hermite插值, 求解一元三次

方程, 得到该分量抵达超平面的时间, 待延拓的初

值参数可以通过插值得到. 如果相空间的维数大

于4, 可以固定一个待延拓初值参数. PCRTB相空

间维数为4, 如果固定一个待延拓初值参数, 最后得

到的雅可比矩阵的秩便等于1, 这在程序实现时会

带来矩阵调用报错的问题. 可设满足在超平面上的

分量都等于零, 同时, 为了方便获得周期, 将周期作

为待延拓参数, 设半个周期减去第2次抵达超平面

的时间等于零, 这便得到周期性条件方程组.

在调用程序计算周期解时, 发现数值积分步长

对周期解初值的求解精度有一定的影响. 积分算法

和Hermite插值的精度都依赖于步长, Hermite插值
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的误差为步长的4次方量级. 积分步长较小, 插值比

较精确, 但积分累计误差较大, 计算时间也长, 而积

分步长较大, 积分累计误差小, 但积分和插值也有

误差. 数值实验经验显示, 对不稳定的共振周期解

的计算, 变步长RK (Runge-Kutta) 78的初始积分

步长可以选择区间[0.001, 0.02]上的值. 另外, 今后

可以结合比较二分法与Hermite插值对数值延拓效

果的影响.

在计算PCRTBP的周期解时, 选择简单的共振

比2/1和3/1来作为计算对称周期解的约束条件. 从

摄动小质量为0的未受摄系统的派生轨道的初值开

始延拓, 延拓时选择小质量参数为µ = 0.001. 根据

Hénon的周期轨道分类, 将顺行或逆行、初值在近

点或远点这4种情况的椭圆型周期轨道都做了计

算, 发现2/1共振顺行、逆行轨道分别属于Ei
12族、

Ee
12族; 3/1共振顺行、逆行轨道分别属于E+

13族、

E−
13族. 还发现, 这些周期解都是线性不稳定的, 线

性变分系统的特征乘子有一对共轭复根, 它们的

模小于1, 另一对互为倒数或互为共轭, 有一个特

征乘子的模大于1. 顺行的不稳定性强于同等条件

下的逆行情形, 2/1共振的不稳定性强于同等条件

下3/1共振的稳定性, 多数情况下近点作为初值的

解的不稳定性强于同等条件下远点作为初值的解

的不稳定性. 关于其他周期解的计算和对稳定性的

分析也将是下一步值得考虑的工作.

今后关于周期解研究的工作可能有3方面: 理

论上, 除了延拓方法, 还可以考虑使用变分方法、

稳定性理论等; 数值上, 可以引入现代优化方法、

高精度积分工具等; 应用上, 结合天文背景可以将

相关研究推广到应用领域.
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An Algorithm on the Numerical Continuation of Asymmetric

and Symmetric Periodic Orbits Based on the Broyden Method

and Its Application

XU Xing-bo
(Department of Mathematics, Faculty of Mathematics and Physics, Huaiyin Institution of Technology, Huaian 223003)

ABSTRACT Considering the numerical continuation of periodic solutions, an efficient algorithm is raised.
This algorithm is based on the Broyden quasi-Newton method, and is verified by some examples of the
periodic solutions of the Brusellator and the planar circular restricted three-body problem (PCRTBP).
The Broyden method here includes the steps of linear search and the QR decomposition to solve the
linear equations. For the general periodic solutions, the period as a parameter to be continued is included
in the periodicity condition equations. The period can be used to determine the integration time, then
the solution is substituted into the periodicity conditions to get the integral nonlinear equations, which
are solved by using the Broyden method iteratively until the initial values converge. According to the
property that the orbit passing through a hyperplane twice perpendicularly is a symmetric periodic orbit,
the interpolation method can be used to obtain the solution components that reach the hyperplane again,
and the periodicity condition equations are obtained, and then solved by the Broyden method. Associating
with the symmetry of the Hamiltonian system and some classifications of the periodic orbits of the plane
circular restricted three-body problem, a numerical study of the 2/1, 3/1 internal resonant periodic solution
families is carried out. Finally, the algorithm and calculation results are summarized and discussed.

Key words celestial mechanics, restricted three-body problem (RTBP), periodic solution: continuation,
methods: numerical

40-12


