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提要    使用双变量核密度估计方法描述近岸带波高和周期联合概率密度分布与波高、周期
边缘密度分布。结果表明, 核密度估计方法比通常使用的参数模式能更好地显示出具有多峰
的波要素统计结构, 核密度估计的波周期带宽系数能反映波浪谱的某些信息, 尤其以波周期
带宽和谱宽参量具有良好的线性关系。 
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波浪要素的统计分布是波浪过程研究的重

要内容。目前, 主要使用参数分布模式来描述波
高、波周期分布(文圣常等, 1984)。对于波高和周
期联合分布, Bretschneider(1959)曾假定波高 H与
周期 T 为独立的随机变量, H 与 T 的边缘分布服
从瑞利分布, 建议联合概率密度函数是这两个独
立变量的瑞利分布的乘积, 但因 H和 T明显相关
而失去正确性。Longuet-Higgins(1983)提出修正
的波高与周期的理论联合分布, 但得到的波高的
边缘分布不符合瑞利分布, 相关系数为零的假设
与实际资料也不一致, 因而上述统计性质也并非
人们所期望的。Kimura(1981)应用双变量(波高与
周期 )的威布尔分布来表示经验联合概率密度 , 
形状参数通过拟合观测资料来选取。按 Kimura
的结论, 所有的参数都可根据谱宽参数进行估计, 
但实际上这些参数只有在单峰谱的条件下进行估

计才是可能的。孙孚(1988)提出的波高波周期联
合概率密度分布函数较 Longuet-Higgins 的理论
模式有了进一步的改进。上述模式的共同点是采

用有限个参数的函数关系描述波浪要素分布, 能
表达波浪分布的统计特性和一般变化规律。然而, 
这些理论分布或经验分布都仅适用于单峰谱波浪

(风浪或涌浪), 且近 10年来一些利用波浪观测资
料(包括涌浪和风浪构成的双峰谱在内)对波高与
周期联合分布的探讨依然归为对单脊概率密度场

特征的分析(陈雪英, 1997; 潘锦娥等, 1996; 黄培

基等, 1995)。 
但由于外海传入近岸海域的涌浪和当地风

浪常形成了双峰甚至多峰谱, 波高和周期常显示
出很强的相关性, 而且随水深减小, 波浪传播过
程引起的折射、反射作用、波破碎、波-波非线性
作用以及当地海流的干涉作用等对波谱结构的影
响加大, 采用现有的理论模式或经验参数模式计
算得到的波高和周期概率密度分布与实际资料差
异明显, 而小概率的长周期波要素对海岸工程建
设、海岸泥沙运动及地形演变有重要意义。有关
研究曾指出, 实测波高和周期的联合分布通常与
理论结果存在较大差异, 而差异与偏度、谱宽度、
波高和周期的相关系数关系密切, 波浪破碎对波
高和周期的联合分布影响较大(丁平兴等, 1995)。
近年来, 国外研究人员尝试采用非参数密度估计
方法来描述观测波浪要素分布, 是值得重视与考
虑的(Athanassoulis et al, 2002; Ferreira et al, 2002)。 

1  核密度估计 

核密度估计是以统计尤其是核理论为基础 , 
每个数据点有各自的权值, 而这些权值被分布在
数据点各自周围的空间中, 描述这些权值的分布
情形可通过核函数来实现,如均匀(Uniform)核函
数、依潘涅契科夫 (Epanechikov)核函数、三角
(Triangle)核函数、四次 (Quartic)核函数、三权
(Triweight)核函数、高斯 (Gauss)核函数、余弦
(Cosinus)核函数等。核函数 K(u)满足以下条件:  
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sup ( )K x x < ∞ ; lim ( ) 0
x

x K x
→∞

= ; ( ) 1K x x =∫ d 。 

核估计主要由带宽(窗宽或光滑)系数 h 和核
密度函数 K构成。 

1.1  一维核密度函数 
设随机样本 nXX ,,,X 21 为抽自密度函数  

f (x ) 的分布, 则 f (x ) 的核估计为 
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式中, ˆ ( )f x 为总体密度 ( )f x 的一个核估计; ( )k ⋅

为核函数, 是一概率密度; nh 为带宽; n为样本容
量。 

1.2  多维核密度函数 
把一维核密度扩展到多维核密度函数。设 X

为 d维随机变量, X的概率密度函数 f (X)核估计为: 
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(1,2, , ),i n d= ⋅⋅⋅ 是向量 X的维数; S是 X的 d×d维

对称正定样本协方差矩阵。本文中作者采用依潘

涅契科夫核作核函数, d 维的依潘涅契科夫核函
数为:   
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式中, H1, H2, ⋯, Hd是核函数在每一维上的带宽。 

对无因次波高 ( / )X X H H= 和周期 (Y Y =  

/ )T T 联合分布, 波高的条件概率密度函数为: 
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式中, ( )Xf X 为波高 X 的边缘密度函数。同样可
定义波周期的条件概率密度函数和边缘密度函

数。 

1.3  核密度估计精度 

核估计既同样本有关, 又与 )(⋅K 和 H的选取
有关。在给定样本后, 核估计的精度取决于 )(⋅K
及 h的选取是否适当。采用渐近积分均方误差准
则 AMISE (Asymptotic Mean Integrated Squared 
Error)进行度量:   

21/ 21 ˆAMISE( ) ( ) ( ) ( ) dH n R K H f X f X X−− ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∫
 (5) 

式中, H是带宽参数矩阵; 2( ) ( )R K K X X= ∫ d 。上

式右侧第一项为渐近积分方差 ,第二项称为积分
均方误差(MISE):  

2ˆMISE ( ) ( )f X f X X⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫ d  

 2 2ˆ ˆ( ) 2 ( ) ( )f X X E f X f X X⎡ ⎤= − +⎣ ⎦∫ ∫d d  (6) 

MISE 由偏差和方差组成。当 ( )K X 固定时, 
若 H 选得过大 , 偏差较大 , 但降低了方差 , 故
ˆ ( )f X 对 ( )f X 有较大的平滑, 使得 ( )f X 的某些

特征被掩盖起来; 若 H 选得过小, 偏差减小了, 

但增大了方差, 则 ˆ ( )f X 有较大的波动。因此如何

协调偏差和方差对于核估计精度十分重要, 需要
在兼顾偏差性(有偏或无偏)与离散性(方差的大
小)的原则下来建立估计量为“最优”的准则 , 本
文中作者使用光滑参数的正态尺度估计(Normal 
Scale Estimate of Smoothing Parameter)方法求取
AMISE带宽系数矩阵 H (Wand et al,1995) :  
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式中, 2( ) ( )R K K X X= ∫ d ; 2
2 ( ) ( )K X K X Xµ = ∫ d ; 

σ̂ 为 X的均方差。 

2  核密度函数估计的数值模拟 

为了说明核密度估计对波高与周期联合分
布的适用性, 首先对双峰参数谱(如: Ochi-Hubble
谱、Torsethaugen 谱)作数值模拟。Ochi 等(1976)
利用 800 个谱的资料, 把风浪和涌浪共存的双峰
谱以各自的波高、周期和形状参数构成的风浪谱
和涌浪谱叠加的合成谱来表示此海况。该谱包括
6参数, 除了有效波高外, 其余 5个参数都可通过
Hs表达, 实际的谱模型由一平均谱和对应于 95%
置信水平的 10 个变型组成, 因此本质上是一单
参数谱。Ochi 和 Hubble 双峰谱(以下简称 O-H
谱)由下式表达:   
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式中, )(⋅Γ 是伽玛函数。 , , , 1, 2sj Pj jH T jλ = 分别表

示风浪、涌浪的有效波高、谱峰周期和峰度因子。 
另采用人工合成的三峰随机波面序列作模

拟。三峰随机序列由下式表示:  
3

1
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式中 , ( )i tε 为在 0—2π区间均匀分布的随机量; 

ia 为振幅; fi为峰频。 
数值模拟具体步骤如下:  
对给定的有效波高(对 O-H 谱), 计算得到

O-H 谱, 或计算三峰波面序列的波谱, 以此为靶
谱 , 采用等能量分割的方法 , 对靶谱加以离散 , 
再作波面模拟(黎满球等, 1996), 对模拟的波面作
谱估计与靶谱对比, 再对模拟的波面采用上跨零
方法得到波高及其对应的周期。由双变量核密度

估计得到的波高和周期联合分布。 
模拟结果见图 1、图 2, 模拟频谱的峰值周期

和靶谱输入值完全一致, 由谱矩计算的有效波高
与输入值相差很小。由双变量核密度估计得到的

波高和周期联合分布图(图 1、图 2)清楚地显示出
涌浪与风浪组成的两个分量或多谱峰情况下的多

脊波高和周期联合概率密度分布特征。 
 

 
图 1  O-H谱模拟结果(Hs=2.5m)和周期与波高联合分布

的核密度估计 
Fig.1  Simulation result of Ochi-Hubble spectrum and the 
kernel density estimate of joint distribution of wave period  

and height 

 
图 2  三峰波频谱模拟结果和周期与波高联合分布的核

密度估计 
Fig.2  Simulation of tri-peak spectrum and the kernel den-
sity estimate of joint distribution of wave period and  

height 
 

3  实测资料分析 
实际资料分析采用了 2003 年 8 月 6—13 日

在粤东后江湾近岸带测量的部分压力波数据。测

波仪分别安放在水下沙坝海侧斜坡(平均水深约
2.6m)和岸侧的凹槽内(平均水深约 1.7m)。每个测
点的波浪记录数为 46 组, 各组数据长度为 4096
个, 采样频率为 2Hz。对各组记录数据处理与计
算如下(Tucker, 1993): 去趋消除零漂; 计算波列
偏度和峰度; 由上跨零得到波高和周期, 计算波
高和周期的相关系数 R; 计算波功率谱, 并订正
为波面谱 ; 由谱矩 , 0, , 4pm p = , 得到有效波

高 : 0 04mH m= ; 平均周期 : 02 0 22πmT m m= ; 

谱宽度参量: 2
2 0 41 /m m mε = − ; 谱尖度参量: Qp = 

2 2
0 0

2 / ( )m fs f f
∞

∫ d ; 显 著 波 陡 : 02π /s mS H=  
2
02[ tanh( )]m zgT k d ; 谱峰周期: 1 max[ ( )]pT s f= 。 
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表 1  波谱参量与波列特征值变化范围 
Tab. 1  Measurements of wave spectral parameters and eigenvalue of wave trains 

测点 水深(m) 偏度 峰度 R Hm0 (m) Tp(s) 
浅水区 2.2—3.2 0.38—1.13 2.92—5.08 0.4—0.71 0.52—1.05 8.7—15.5 
碎波带 1.3—2.1 −0.09—0.9  2.78—4.51 0.47—0.8 0.37—0.79 8.4—64.0 

测点 Ss Ka γ ε Qp 
浅水区 0.008—0.015 0.09—0.34 0.69—0.79 0.4—0.58 0.98—1.52 
碎波带 0.002—0.011 0.02—0.42 0.49—0.77 0.46—0.99 0.56—1.72 

 
波群性参量 : 02 00

| ( ) exp( 22π ) | /Ka s f i fT f m
∞

= ∫ d ; 
不规则性参量: 2 0 4/m m mγ = ⋅ 等。 

以上各式中, d为水深, kz为由平均周期计算
的波数。表 1为测点波特征值的计算结果。现场
观测发现 , 水下地形变化迅速 , 观测期间 , 海滩
滩面坡度较大, 高潮阶段滩面引起的反射波对入
射波有一定的干涉作用, 水下沙坝不断向岸推移, 
并最终使得凹槽填平消亡。地形变化对波浪特性
有实质性的影响, 波浪非平稳且非线性特征十分
显著。波高和周期的相关性强, 谱宽度大、尖度
小。峰频前后侧均可出现次级谱峰表明波-波间的
非线性相互作用使得能量可向高低频两侧转移, 
甚至谱峰频出现在长重力波频率范围 (0.04—
0.004Hz)内(图略)。 

表 2为两个测点波记录的波高、周期双变量
核密度估计的带宽系数范围及组成波数。部分无
维周期和波高联合概率密度分布见图 3。图 3 清
楚地显示出破、碎波带波高和周期联合分布的多
脊特征和高度的时间变化性。周期和波高联合概
率密度偏向高低侧的概率密度脊是涌浪叠加在风
浪场或组成波间能量向低频侧转移的结果有待作
进一步的分析, 但这些图形真实地反映出了碎波 

表 2  周期波高联合分布核估计的带宽变化范围 
Tab. 2  Variation in bandwidth of kernel estimate on joint 

distribution of wave height and period 

测点 组成波数 周期带宽 波高带宽 
浅水区 227—326 0.245—0.363 0.28—0.407 
碎波带 304—383 0.24—0.512 0.255—0.422 

 
带波高和周期联合分布的概貌。 

对周期和波高联合概率密度分布的核估计
结果通过边缘概率密度计算分别得到波高和周期
概率分布(图4), 计算结果同时与理论参数分布和
经验参数分布加以对比。图4中清楚地显示出, 无
论是实际数据的偏差还是与众数的符合情况, 核
密度估计结果优于目前采用的参数分布模式(见
图 4中的瑞利波高分布、威布尔分布、广义伽玛
分布、Longuet-Higgins周期分布), 并能较好地刻
划参数分布模式不能描述的多峰谱特征。 

为了了解核密度估计结果和波谱或波列特
性的关系 , 分别对波高带宽系数 Hh 和周期带宽
系数 Th 与谱宽度参量、谱尖度参量、显著波陡、
谱峰周期、波群性参量、不规则性参量、偏度、
峰度、波高周期间的相关系数作线性拟合。结果
显示 , 波高带宽系数 Hh 和上述特征量之间的线
性关系较差, 相关系数小, 一般小于 0.5。周期带 

 

 
图 3  浅水区测点周期和波高联合概率核密度分布 

Fig.3  Kernel density of joint distribution of wave height and period in shallow water 
自左向右 3张图的时间分别为: 2003年 8月 7日 2时; 2003年 8月 7日 6时; 2003年 8月 7日 10时 
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图 4  浅水区测点波高、周期分布 

Fig. 4  Distributions of wave height and period in shallow water 
上排图: —— 核密度分布; - - - 瑞利分布; ---•---•--- 威布尔分布; ---••---••--- 广义伽玛分布 
下排图: —— 核密度分布; - - - 威布尔分布; ---•---•--- L-H分布; ---••---••--- 广义伽玛分布 

上、下两排图自左向右的时间分别为: 2003年 8月 7日 2时; 2003年 8月 7日 6时; 2003年 8月 7日 10时 
 

 
图 5  浅水区测点周期带宽与波谱参量的关系 

Fig. 5  Relation between bandwidth of wave period and parameter of wave spectrum in shallow water 
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宽系数 Th 和谱宽参量、不规则性参量、显著波陡、
谱尖度参量相关性较高(图 5), 其中以 Th 和谱宽
参量、不规则性参量线性关系更密切。当使用不

同的波浪记录数时, 带宽系数和波谱参量之间的
相关性有所变化, 但波周期带宽和谱宽参量始终
保持了良好的线性关系。 

4  结语 
核密度估计理论是一种所谓基于数据驱动

的非参数统计模型, 其避开了预设模型和参数估
计不确定性问题, 能在一定最优准则下, 描述非
平稳与非线性时间序列的一些复杂关系, 无论估
计的概率密度函数是单峰或多峰都能适用, 而且
适用于高维数据结构分析, 因此核估计方法具有
广泛的适应性。本文中作者对碎波带波要素概率

密度分布的核估计说明, 此方法适用于对整个近
岸带海浪要素密度分布的描述。 

不过, 从某种意义上而言, 作为核密度估计
结果的带宽系数即是参数, 是所选用的核函数的
尺度参数。本文中计算过程表明: 使用不同的带
宽估计方法时, 联合概率密度分布有所差异; 带
宽系数能提供波浪谱的信息, 但这方面还应加以
进一步的研究分析。  

对观测的近岸碎波带波浪初步分析结果可

见, 核密度估计应用于波高和周期概率密度分布
显示出了良好的性质 , 由于实际海浪的多向性 , 
可进一步使用三变量核密度估计方法对波高、周

期和波向的联合概率密度分布加以描述。在实际

应用方面, 建议采用核密度估计来表示波候的统
计分布特性, 此较目前普遍使用的经验概率密度
统计分布结果将更具科学性。 
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KERNEL DENSITY ESTIMATES ON DISTRIBUTION OF WAVE HEIGHT AND 
PERIOD IN NEARESHORE ZONE 

CHEN Zi-Shen, LI Zhi-Long, FENG Yan-Qing, LI Zhi-Qiang, CHANG Rui-Lian 
(Department of Water Resources and Environment, Zhongshan University, Guangzhou, 510275) 

Abstract    Statistical distribution of wave elements is important for understanding wave processes. At present, 
the distribution of wave period and that of wave height, or joint distribution of the both are described mainly by 
parametric distribution functions. For multi-peak waves that commonly seen in nearshore zones, a conventional 
approach would not work as it works only for single-peak cases. Other nonparametric estimates are therefore 
needed. 

Using wave trains of numerical simulation of Ochi-Hubble spectrum of two-peak and an artificial 
three-peak spectrum, kernel density estimate was tested for describing the joint distribution of wave height 
and period. The joint distribution of wave-period-and-height and corresponding marginal probability density 
were simulated with two-variable kernel density estimate for the case of nearshore  coastal zone east of 
Guangdong, China.  

The results indicate that a multi-peak statistical structure could be described by kernel density estimate, 
but by conventional parametric models. Moreover, some features of wave spectrum were found well related 
to the bandwidth of wave period.    
Key words    Nearshore zone, Distribution of wave height and period, Kernel density estimate, Marginal 
density distribution 


