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摘 要：介绍了切比雪夫伪谱法以及快速傅立叶算法在其中的应用，并用切比雪夫伪谱法模拟二维 

有限区域弹性介质地震波场。分别计算了兰姆问题，均匀介质中心爆破源问题，介质内部的速度异 

常体问题 以及各种分界 面情况下地震首波传播 问题。 
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Chebyshev Pseud0spectraI Method for Seismic W avefield M odeling 

LIU Lu—bo。CHEN Xiao—fei，W ANG Yan—bin 

(Department oJ Geophysics．School ofEarth and Space Sciences。BeijingUniversity。Beijing 100871，China) 

Abstract：The pseudospectral methods，especial Fourier method and Chebyshev method are intro— 

duced first．Then the first order 2一D elastodynamic seismic wavefield equation based on velocity— 

stress by the Chebyshev pseudospectral method is solved，and in the compatation the Lame prob— 

lem ，the problem of demolition source in center of homogeneous media，the velocity anomaly in— 

termedia，and the more important problem-headwave propagation in multi—layered media are sire— 

ulated．At last，we try tO get a similar pseudospectral method tO Chebyshev method． 

Key words：Chebyshev pseudospectral method；Fourier pseudospectral method；Fast Fourier arithme。 

tic；Seismic wavefield；Headwave 

O 引言 

伪谱法是一种高效、高精度计算地震波动场的 

数值方法，它利用快速傅里叶变换对波动方程进行 

空间求导。对介质参数平滑变化 的非均匀介质 ，最 

小波长所需要的节点数比有限差分法少，因此和有 

限差分法相比，它的计算精度高、计算速度快，很适 

合于大规模模型的计算n ]。最初的伪谱法大多基 

于三角函数，随后出现了基于傅立叶函数、切比雪夫 

函数的伪谱法，发展出更有效的自由边界和吸收边 

界的处理方式 ]。近年来伪谱法有进一步的发展， 

出现了完整的极坐标下的伪谱法用于全球模型的计 

算 引，以及应用并行计算将伪谱法应用于三维情 

况 j，都取得了很好的效果。 

本文主要应用切比雪夫伪谱法模拟二维有限区 

域地震波场，重点是分层介质情况下首波的运动规 

律。首波在研究地球内部构造、地震反演、勘探等领 

域有重要作用。平直分界面情况下可以严格的计算 

出首波的传播路径，但实际问题中界面是不规则的， 

这时严格求解就非常困难。此时一般假设首波也是 

沿界面传播的，本文用切比雪夫伪谱法进行数值模 

拟，检验这一假设是否正确。 

1 切比雪夫伪谱法 

先简单介绍伪谱法的基本理论[2 。用伪谱法 

求解微分方程主要包含两步工作：第一步是离散化 

处理 ，用一定的方式在整个 区域上选取格点构成一 

个网络。而其他点上的变量值可以用插值的方法得 

到，因此一般在计算过程中我们只关心格点上的变 

量值。第二步就是选取合适 的基函数 ，在已知格点 
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上的变量值的情况下构造插值函数，计算格点上的 

变量值的空间导数。伪谱法是全局方法，只能用在 

空间域。如果所求解的是含时微分方程，一般用简 

单的有限差分方法来处理时间域的计算。 

一 般的伪谱法用等间距的格点，而切比雪夫伪 

谱法的离散化处理使用切比雪夫格点 

一 cos i一 0Xi ，⋯ ，M  (1) 一 。 一 ’⋯ ，』Ⅵ (1) 

基本的计算区域被限制在[一1，+1]之间。 

插值基函数为切比雪夫函数 

其中( ， )一(【， ，V )，表示质点 、Y方向的速度； 

( ，Y，￡)、 ( ，Y，￡)分别表示 ，Y方向上的外 

力 。 

我们用简单的有限差分方法来处理时间域的计 

算；而 ，Y方向的空间离散化处理都使用切比雪夫 

格点Xi~COS ，i一0，⋯，M，基本的计算区域被限 

制在( ， )∈[一1，+1]×[一1，+1]之间。 

2．2 震源 

本文使用了两种震源。第一种是单力点源，表 
(z)一 COS( COS z) (2) 达式 

M M 

( )一∑n 丁 ( )一∑n COs(m arccos COs ) 
lH 0 0 

(3) 

其中n 是插值系数。 

要求在切比雪夫格点上插值公式与已知变量值 

相等，得 

一  耋 cos ㈤ 一 cos ㈤ 
其中CM， 是系数，定义为 

f 1 0<Yn<M 
一

＼2 m一0。M 

由此可以推导出函数偏微分的公式为 

一  )= ) (5) 

其中bM一0，bM一1—2MaM； cM， 6 一b +2+2(m+ 

1)n +1，O≤Yn≤M 一2。 

由于计算过程中一般只需要格点上的变量值， 

我们将式(1)带人式(5)，得 

( 一 s (6) 

可以看出切比雪夫伪谱法时将空间微分转化为 
一 个有限序列加权求和，以此来降低计算量和计算 

难度。 

2 切比雪夫伪谱法求解二维各向同 

性弹性介质波动方程 

2．1 波动方程 

地震波场满足的各向同性 弹性介质波动方程 ， 

在直角坐标系下可用速度一应力表示为 

r — r11
， +l"12， +pf, 

f — l"12
， + r22， +pf2 

rll
， 

一 ( + 2 ) + 2v (7) 

l"22
， 

一 2u + ( + 2 ) 

r12
．

r 一  ( + ) 

f(x，Y，￡)一 3(x— o) ( —yo)S‘ (￡) (8) 

一

O
3(x-- Xo) — 。 (9) 

一

lM／2 ≠二。 
fe—n ( ) + e_a2 2(￡一 ts) 口 0< t< 2ts 

一

Io 2 ￡ 
(1O) 

其中P是求导次数；a决定了外力的集中程度；ts决 

定外力 S(￡)的峰值出现的时刻；S(￡)最高频率为 

一

景，震源最大频率取3 。 。 
第二种是爆破源 ，表达式 

( ， ，￡)一一A (苫 ( — 。) ( — 。) 
03： 

一  一  

。) (Y-- Yoey3(x Y )) (￡一 ) 一 一 。) ( )) (￡一 ) 

(11) 

其中 ( 。，y。，t。)是爆破源 中心的时空位置。但是 

在数值计算中不能直接计算 函数，因此在实际计 

算中用 Herrmann函数代替： 

8(x， o)一 herrman(x， o，r) 

(车 +2 
一 2r+ o≤ <一 r+ o 

一  (( ) + 2 

一 r+ o≤ < r+ o 

(车 _2 

r+ o≤ < 2r+ o 

0． otherwise 

(12) 

式(12)表示一个宽度为 4r，全区域积分的等于 

1，并且以中心 。对称的波包 。同样的 ， 函数的微 

分用 Herrmann函数的微分代替： 
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( ， 一 herrman(X gX0 9 T) (13) 

2．3 空间离散化处理和空间微分 其中 

使用切比雪夫伪谱法在空间区域 ( ， )∈[一 

l，+1]×[一1，+1]上求解基本方程(7)式。首先 

是格点数的选取。参考文献[9]以正弦波为例，证明 

应用切比雪夫伪谱法时单个波长最少需要取 兀个格 

点，因此我们根据问题中存在的最小波长来决定选 

取的格点数 对弹性介质最小波长一定是剪切波波 

长，震源的最高频率记为 。 ，有 

i = 一 (14) 
J pesk 

切比雪夫伪谱法中心的格点最稀疏，最大间距为 

／ 兀 丌 、 兀 0
m x

—  

1

一  

掣=：： o ( 一 M)一 o 
百 一 I 了 厶 厶 

一 sin 

(15) 

选取格点数 M，使得 兀 i 即可。空间格点数 

确定后，用下式选取格点： 

一 cos i一 0Xi ，⋯，M 一 o 砑 一 ’⋯’ Ⅵ 

．  

(16) 

yJ= COS J一 一，N 

在整个区域上得到 (M+1)x(N+1)个格点，给这 

些格点上的变量赋初值为零。 

将一维情况的插值公式直接将其推广到二维， 

得 

P~u(x， )=∑∑口 T ( ) ( )(17) 

其中a，删是插值系数，假设 t。时刻的格点上的变量 

值 u(x ，Y。)是已知的，得 

a =  娄 cos cos N 
(18) 

其中CM． 是系数，定义为 

f 1 0<m<M 
一

1 2 一0，M 

T是 切 比 雪夫 函 数，Tn(z)： cos( cos z)。 

同一时刻空间偏微分的插值公式为 

。Ⅷ m ) ‘ 

9 

一 ∑∑ b (1O T (z) ( ) 

m丁 T，n( ) 

M N 

一 ∑∑ T ( ) ( ) (2o) 
巩 ≈ 0 ，I 0 

ubM(1
，

O )一 0， 6 
， 

一 2MaM
。 

， 

CM,mb 一 b卅十(1O2
， 
+ 2( + 1)口卅1。 

0 m M 一 2 

础 一0， 6 一 2Na ⋯ 

CN ,．b 一 6 2+ 2( + 1)a 。件1 

0 n≤ N 一2 

由于计算中同样只需要格点上的值，得 

(x~,Yi)一 Tm( ( ) 

M  Ⅳ  
(21) 

一  c。s c。s 

0 m n— O ⋯  ’ 

^  
M N 

( 
m

∑
= o n

∑
= 0 

( ) 

f̂ Ⅳ (22) 

一  ∑ )cos c。s 
0 0 Ⅲ ⋯  ’ 

类似的，公式(18)，(21)，(22)都可以利用二维 

快速傅立叶算法来计算。 

2．4 时间离散化处理和时间微分 

基本方程式(7)是含时微分方程，本文用二阶 

Runge—Kutta法处理时间微分。相邻两个格点间 

的未知量的值通过插值求得。每个时间步长内波的 

传播不能超过一个格点间距，因此选定格点数 M 

后，再用最小间距决定时间步长。切比雪夫格点在 

边界处最密集，最小间距为 

一 。一 ·= 1一 c。s 一 (23) 

要求 CmaxAt ，得稳定性条件为 
2 

4) 

本文在计算中用以下经验公式确定时间步长： 

一

壶  L⋯』、 
其中K—max(M，N)。 

2．5 边界条件 

得到某个时刻的未知量的值后还需要根据边界 

条件进行修正。我们引入参量 R。，尺 ，R。，R ，R。， 

定义如下 。]： 

在边界 =±1上 

R1= T11+ ID C p“ 

R2 ll— P ptl 

R3一 T12+ lDf 口 (26) 

R4一 2一 lDf 口 

R5= 2r11一 ( + 2z)r22 
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在边界 一±1上 

Rl 1-2z+ 10 c p 

Rz： 1-22一 10 cp 

R3= lz+ l0 c (27) 

R4： l-1z— l0 c 

R 5一 ( -I-2m) n 一 zz 

它们的物理意义是：在边界 z：一 1& =一l上， 

尺 ，尺。代表流出，尺。，尺 代表流人；在边界 一+ 

1& 一十i上，尺 ，尺。代表流人， ，R 代表流出； 

尺。始终代表静止参量。 

对于吸收边界有 

Routgoi g(W )： Routgoi g(W ’) 

R_nc。 i (W o似 )一 0 (28) 

R5(W o似 )一 R5(W ) 

对于自由边界有 

r ： 0 

r 一 0 

(29) 
尺。uIg。i g(W to )一 Routgoi g(W ’) 

R5(W o他 )一 R5(W ) 

本文中EE---+_1和．y=+1是吸收边界，Y=一1 

是 自由边界。若点源震源在 自由边界 Y=一 1上 ， z 

用 r ：S(t 。 )8(x—z。)来修正。注意修正仅仅 

针对边界格点上的变量值，其它格点上的变量值不 

变。通过修正我们就得到了该时刻的未知量的准确 

值。 

总结流程如下：(1)用式(16)划分格点，格点上 

应力、速度的初值设为零；(2)用插值公式(18)， 

(21)，(22)求出格点上的应力、速度对 ，Y坐标的 

偏导值；(3)根据基本方程式 (7)用二阶 Runge— 

Kutta法作时间微分；(4)根据边界条件式(28)和式 

(29)修正，计算出下一时刻格点上的应力、速度的准 

确值；(5)返回第二步，循环直到指定时间。 

3 数值计算结果 

以下是一些具体问题的计算结果。包括兰姆问 

题、中心速度异常体以及各种分界面上首波的传播。 

每种情况都先给出介质和震源参数，部分同时给出 

示意图；然后给出计算结果的图像以及对结果的讨 

论。所有的波场快照都放在最后的快照图集中。 

3．1 兰姆问题 

介质性质： 一 一l0—1；P波速度 c 一√3；S波 

速度 C 一1。震源是垂直于 自由边界向下的点源， 

位于自由边界中点(O，一1)处；户一 1；口： 8．31；ts 

一 0．25，即 fl一 0， 一 S ( ) (z)8(y+1)。在 自 

由边界(O．5，一1)处接收。计算中取M一54，N一50 

(图 1)。 

图 1 兰姆 问题示意图 

Fig．1 Sketch of Lamb problem． 

图 2(a)、(b)分别是震源和接收点 分量随时 

间变化的图像。附图 1的四幅图是不同时刻的全区 

域快照，z轴是r +r。。的值。图中很好的再现了面 

波和体波的传播过程，和参考文献E8]的结果一致， 

说明该方法是正确的。 

时问 

(a)震源 (，) 

图 2 震源 Sn’( )和接收点处的 ( )的图像 

Fig．2 The focal S‘”(￡)and receive point“(f)． 

3．2 中心低速体情况 

介质 1： ：lD=1； 一4；cP=3；cs一2。介质 2： 

一 =p=1；fP=√ ；c =1，是一个以原点为圆心，半 

径为0．5的圆形低速区域。震源是爆破源，其 中心 

z0一～0．8； ：0．8；空间宽度为r 一r ：0．05； 

时间中心 t。一0．04；时间宽度为 —0．02。计算中 
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取 M = 64，N = 64(图 3)。 

图3 中心低速示意图 

Fig．3 Sketch of low—velocity in center． 

附图2清晰的显示出低速体的存在延缓了波的 

传播，由于反射波的缘故在低速体内部波的振幅较 

大，图像更清楚。 

3．3 中心高速体情况 

介质 2： =lD一1； 一4；其他参数同 3．2。 

附图3中清晰的显示出高速体的存在了加速了 

波的传播，由于波从高速介质传往低速介质的透射 

更强，所以还可以观察到成弧形的从高速介质中传 

出的波先一步到达边界，相对的高速体中的反射成 

分就比较弱。 

3．4 平直分界面上首波的传播 

两种介质的分界面为 y=0．0。上侧为介质 1： 

一．0—1；p-----0．25；c 一 ；c 一 。下侧为介质 

2： 一』。一1；／1：4；cP一3；cs=2。震源是爆破源，其 

中心Xo=0．8；Y。一一0．2；空间宽度为 一 一 

0．05；时间中心 t。一0．15；时间宽度为 rf一 0。075。 

计算中取 M = 128，N一 128。 

从附图 4中可以观察到首波始终沿分界面传 

播，这与理论计算结果相同。 

3．5 向下折的分界面上首波的传播 

两 种 介 质 的 分 界 面 为 

r0·0， 0≤ ≤ 1 

Y={一 ， 一0．8≤ <0，其他参数与3．4相 
l l0

． 8， 一1≤ z 

同(图 4)。 

从附图 5中可以观察到首波到达折点后，一部 

分透过分界面在介质 1里传播，但仍然激发出新的 

首波，按折线的方向继续沿分界面传播。 

3．6 向下弯曲分界面的首波传播 

两种介质的分界面为Y一一丢z。一÷，其他参 

数与 3．4相同(图 5)。 

图 6是在自由表面接受到的地震波信号，可以 

看到多次反射波的信号相当强烈。 

图 4 下折分界 面示意图 

Fig．4 Sketch of interface folded downwards 

图 5 下弯分界面示意图 

Fig．5 Sketch of interface curve downwards． 

附图 6的(a)、(b)、(c)、(d)四张图中，地震波主 

要集中在上侧低速介质中。这是因为分界面靠近自 

由表面，而且上侧为低速介质，地震波不易穿过分界 

面，就在自由表面和分界面上反复反射。这有点类 

似于沉积盆地汇聚地震波能量的现象。在它的干扰 

下首波并不明显。 

附图 6(e)、(f)两张图上首波很清晰，它仍然沿 

着弯曲的分界面传播，并且在传播过程中产生透射 

波。 

4 讨论和结论 

(1)快速傅立叶变换的应用 

在切比雪夫伪谱法中快速傅立叶算法的应用比 

较隐蔽。通常离散傅立叶变换的定义如下：设 N是 
一 个正整数，03是N 次单位主根： 

垫 2 7【 ． ． 2 7【 
一 co 一  m  

其中 i一 。并定义 N×N 矩阵 F一[̂ ]为 

[̂ ]一03 ，k， ：0，⋯，N一1。 

对任意 N 维 向量 n一 (口。，口l，⋯，nN—1) 称 向 

量c一 (c。，c “，c 。) 一F。为向量Ⅱ的离散傅立 

叶变换，写成分量形式为 
— l Ⅳ一l 

c ∑fkja产 ∑aje k一0，⋯，N一1 

取 的实部，令 N=2M； 一是；m一_『。得 

f — COS i一 0，⋯ ，2M 一 1 一 一 ’⋯ M 一 
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O l000 2000 300O 4000 5000 6000 7000 8000 9~00 l0000 

(a) 方向 

0 1000 2000 3O0O 4000 5000 6000 7000 8OO0 9OO0 10000 
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图 6 表面点速度变化 

Fig．6 Velocity changes of face point with time． 

注意观察公式(5)、(7)与上式的异同，容易发现 

它们的右端非常类似，仅仅是求和的项数不同。可 

以将 ＆ ，b， 作为前M+1项，并在后 M一1项补零， 

进行快速傅立叶变换后再取前 M+1项的实部。因 

此，切比雪夫伪谱法只是利用了快速傅立叶算法快 

速求和，而不是像通常的伪谱法那样把问题变换到 

频率域来求解。 

(2)计算区域的转换 

由于不同的离散化处理，傅立叶伪谱法的计算 

区域没有特殊限制，而切比雪夫伪谱法被限制在[一 

1，+1]之间，这给它的应用带来了很大的局限性。 

在处理大区域问题时需要做变换。如果做简单 

的线性变换，在精度、时间要求不变的情况下，原来 

区域线度增大一倍，变换后的波长是原波长的 0。5 

倍。要保证同样精度，即每个波长取点数不变，总格 

点数为原来的 4倍 ，时间步长为原来 的 0．25倍 ，这 

样计算量为原来的 16倍，所需时间很快便超出可以 

接受的范围。 

(3)精度 

伪谱法是一种全局方法，计算任意格点上的值 

都要使用到全区域所有格点上的值，再加上计算过 

程中使用了快速傅立叶算法，引起了无法消除的理 

论误差。尤其是在靠近边界，波形变化比较剧烈的 

情况下误差很明显，因此对初期波形影响较大。例 

如在兰姆问题中，理论上在 0．28 S之前地震波不会 

到达接 收点处 ，但 图像 显示 在 0～0．28 S有明显的 

弯曲，并不为零。从 0．25 S全区域快照图上也可以 

看到在靠近 自由边界，首波两侧图像有明显的凸起。 

另一方面，虽然切比雪夫伪谱法的在边界处格 

点密集，但是参考文献证明这只能抵消了切比雪夫 

函数在边界处强烈震动带来的不利影响。所以边界 

处的精度并不一定比中心的精度高。 
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附 图l兰 州问题快 照 
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附图2 中心低速快照 
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附图3 中心高速快照 
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附图4平直分界面图像( ) 

l一】 

(a)0．75 s快照 

毫 』 

0 0 5 

0．75 s平面强 

一 1 一 

一 0,8 

一 0．6 

— 0．4 
J  

一 0．2 

(b) 

附图5下折分界面图像 
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附图6下弯界面快照 

(f】O．75 s平面图 

瑚 啪 。 啪 瑚 

m 

_；；I 一 

l  O ●一 姗 。 铷 

蜘 。 删 姗。 

l_ 一) 一一_一 ＼。 

、l 

、 

一 

姗 。 姗 

一 

姗 蜘 。 删 

锄 伽 枷 。 硼 枷 枷 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

