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具有控制器增益随机不确定性的多智能体一致性控制

摘要
针对控制器存在随机不确定性的多

智能体系统，研究了所有智能体状态达
到一致的控制问题．首先，假设智能体连
接网络拓扑是无向、固定和连通的，而且
每个个体的控制器存在相同的随机不确
定性，最终得到了融合随机控制器增益
不确定的闭环控制系统模型．应用基于
李雅普诺夫稳定性理论、线性矩阵不等
式技术和鲁棒控制方法，得到了一种保
证误差状态系统渐近稳定的充分条件．
进一步通过一系列矩阵变换处理技巧，
将状态反馈控制器的存在条件转化为一
组线性矩阵不等式的可行解问题．最后
应用计算机仿真验证了该控制器设计结
果的有效性．
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０　 引言

　 　 近年来，由于多智能体系统在无人机编队、移动机器人、航天器、
舞台演出等方面的广泛应用［１－４］，多智能体的协同控制已引起了研究

者们浓厚的兴趣．特别地，在舞台装备行业，受益于机械和通信手段的

不断丰富与成熟，目前基于多智能体协同控制方法在舞台演出中受

到了越来越广泛的应用．协同控制的基本目标是使一组智能体系统完

成某些特定的任务，其中最重要的部分就是多智能体的一致性控制，
即基于相邻节点间信息交换来设计控制律，使得所有智能体的状态

达到一致．
对于多智能体系统的一致性控制的研究可以分成两个方向：一

个方向是无领航者一致性［５－６］，由于多智能体中没有实际领航者，此
类研究需要根据多智能体系统行为进行控制；另一个方向是领航者

跟随一致性［７－１１］，此类研究中领航者会给出特殊的轨迹让系统中的跟

随者进行跟踪［９］ ．文献［１２］讨论了多智能体系统网络拓扑结构对于

一致性的影响；文献［１３］通过设计一个类似能量函数来实现对多智

能体的控制．
上述文献的结果都基于多智能体系统的动态模型以及控制器增

益不存在不确定性的假设，但在实际应用中由于通信网络中延时、丢
包等现象的存在以及外界扰动的存在，使得该假设难以成立．特别地，
在某些特定环境中，不法分子可能会对多智能体系统发起攻击，对正

常运转的控制器注入虚假信息，造成控制器信号输入的不确定性．而
在这种情况下，所设计的控制器方法往往不能达到预定的目标，例如

收敛时间将会延长，尤其是在不确定性较强的情况下，不考虑系统的

不确定性的设计方法可能会导致多智能体系统无法实现一致性，甚
至失稳．最近，文献［１４］针对具有控制器不确定性的一致性问题进行

了研究，但是忽略了这种不确定性发生的随机性．
本文针对具有控制器随机不确定性的多智能体系统一致性问

题，利用李雅普诺夫理论和线性矩阵不等式工具，得到了跟踪误差控

制系统渐近稳定的充分条件和控制器的设计方法．最后通过仿真研

究，验证了所设计的控制方法的有效性．

１　 图论基础

本节引入关于图论的基本概念．令 Ｇ ＝ ｛ｖ，ε，Ｗ｝ 表示一个有向加



　 　 　 　权图．其中， ｖ ＝ ｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝ 表示具有 ｎ 个节点的

集合，ε ⊆ ｖ × ｖ表示边集合．邻接矩阵 Ｗ ＝ （ｗ ｉｊ） Ｎ×Ｎ，
其中矩阵元素ｗ ｉｊ ＞ ０表示第 ｉ个节点可得到第 ｊ个节

点的信息，否则 ｗ ｉｊ ＝ ０．
定义节点 ｉ 的邻居集合 Ｎｉ ＝ ｛ ｊ：ｗ ｉｊ ＞ ０｝，矩阵

Ｄ ＝ｄｉａｇ｛ｄｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝，ｄｉ ＝∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊ 为矩阵Ｗ的第

ｉ行元素的和（称为节点 ｉ的出度），则矩阵Ｌ ＝Ｄ －Ｗ
为图Ｇ的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵．对于任意的两个节点 ｉ和 ｊ，
当 ｗ ｉｊ ＝ ｗ ｊｉ 时，称图 Ｇ为无向图．对于任意的两个节点

ｉ和 ｊ，若存在下标集合 ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｓ｝，满足ｗ ｉｋ１ ＞ ０，
ｗｋ１ｋ２ ＞ ０，…，ｗｋｓｊ ＞ ０，则称节点 ｉ 和 ｊ 之间存在一条

有向连接路径．对于任意的两个节点 ｉ 和 ｊ，若存在至

少一条有向连接路径，则称图 Ｇ 为强连通的．在强连

通图中，若 Ｇ 的各个节点的入度等于出度，则称图 Ｇ
是平衡的．假设图 􀭹Ｇ 中包含 Ｎ 个跟随者和 １ 个领航

者，对角矩阵 Ｍ ＝ ｄｉａｇ｛ｍ１，ｍ２，…，ｍｎ｝ 表示为领航

者的邻接矩阵，如果领航者是第 ｉ 个智能体的邻居，
则 ｍｉ ＞ ０，否则 ｍｉ ＝ ０．

２　 问题描述

本文考虑包含 Ｎ 个跟随者和 １ 个领航者的多智

能体系统．领航者的离散时间动态模型如下：
ｘ０（ ｔ ＋ １） ＝ Ａｘ０（ ｔ），
ｙ０（ ｔ） ＝ Ｃｘ０（ ｔ），

{ （１）

其中 ｘ０ ∈ Ｒｎ 是领航者的状态，ｙ０ ∈ Ｒｑ 是领航者的

输出，Ａ 和 Ｃ 是已知的常数矩阵．
假设第 ｉ 个跟随者的离散时间动态模型为

ｘｉ（ ｔ ＋ １） ＝ Ａｘｉ（ ｔ） ＋ Ｂｕｉ（ ｔ），
ｙｉ（ ｔ） ＝ Ｃｘｉ（ ｔ），　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，{ （２）

其中 ｘｉ ∈Ｒｎ 是第 ｉ个跟随者的状态，ｕｉ ∈Ｒｍ 是需要

设计的控制器，ｙｉ ∈Ｒｑ 是跟随者的输出，Ｂ是已知的

常数矩阵．
本文首先考虑状态反馈控制器设计问题．特别

地，在传统的多智能体系统研究中往往构造以下控

制器，以实现一致性：

ｕｉ ＝ Ｋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ））( ) ＋

　 　 Ｋｍｉ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ））， （３）
其中 Ｋ 是需要设计的控制器增益矩阵．由于信息传

输的不确定性、外部的扰动和不法分子的攻击等因

素，控制器可能发生随机不确定性．因此，本文考虑

如下控制器：

ｕｉ ＝ （Ｋ ＋ α（ ｔ）ΔＫ） ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ））( ) ＋

（Ｋ ＋ α（ ｔ）ΔＫ）ｍｉ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ））， （４）
其中 Ｅ｛α（ ｔ） ＝ １｝ ＝ α 表示控制器不确定性发生率．
ΔＫ ＝ ＭΔ（ｋ）Ｎ，并且 Ｍ 和 Ｎ 均为已知常数矩阵，
‖Δ（ｋ）‖ ≤ Ｉ．

定义跟踪误差信号 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ ｔ） － ｘ０（ ｔ），将式

（４） 代入（１） 和（２） 中可得：

ｅｉ（ ｔ ＋ １） ＝ Ａｅｉ（ ｔ） ＋ （Ｋ ＋ α（ ｔ）ΔＫ） ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊｅｉｊ（ ｔ）( ) ＋

（Ｋ ＋ α（ ｔ）ΔＫ）ｍｉｅｉ（ ｔ）， （５）
其中 ｅｉｊ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ．定义：

ｅ（ ｔ） ＝ ［ｅＴ
１（ ｔ），ｅＴ

２（ ｔ），…，ｅＴ
Ｎ（ ｔ）］，

Ｗ ＝ ［ｗ ｉｊ］ Ｎ×Ｎ，
Ｍ ＝ ｄｉａｇ｛ｍ１，ｍ２，…，ｍＮ｝，

Υ ＝ ｄｉａｇ {∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｗ１ｊ，∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｗ２ｊ，…，∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｗＮｊ， } ，

则 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵 Ｌ ＝ Υ － Ｗ．根据以上定义可得：
ｅ（ ｔ ＋ １） ＝ 􀭾Ａｅ（ ｔ）， （６）

其中
􀭾Ａ ＝ （ＩＮ ⊗Ａ） ＋ （Ｌ ＋Ｍ） ⊗［Ｂ（Ｋ ＋ α（ ｔ）ΔＫ）］ ．
引理１　 对于给定的Ｋ１，Ｋ２ 和Ｋ３，且Ｋ１ ＝ＫＴ

１，则

Ｋ１ ＋ Ｋ２
􀭺Δ（ｋ）ＫＴ

３ ＋ Ｋ３
􀭺ΔＴ（ｋ）ＫＴ

２ ＜ ０， （７）

对于所有 􀭺ΔＴ（ｋ）􀭺Δ（ｋ） ＜ Ｉ 都成立，当且仅当存在一

个标量 ε ＞ ０ 使得以下不等式成立：
Ｋ１ ＋ εＫ２ＫＴ

２ ＋ ε －１Ｋ３ＫＴ
３ ＜ ０． （８）

定义 １　 如果对于每个初始条件 ｅ（０） 都满足下

面的不等式：

Ｅ ∑
∞

ｔ ＝ １
‖ｅ（ ｔ）‖２{ } ＜ ∞， （９）

则系统（６）是渐近稳定的．

３　 主要结论

本节将首先给出关于闭环跟踪误差系统（６）渐
近稳定的充分条件，之后给出控制器增益的设计

方案．
定理 １ 　 对于给定的控制器增益 Ｋ，如果存在

Ｐ ＝ＰＴ ＞ ０ 且以下的矩阵不等式：

Ψ ＝
－ Ｐ ΨＴ

１２Ｐ θΨＴ
１３Ｐ

∗ － Ｐ ０
∗ ∗ － Ｐ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＜ ０ （１０）

对所有的 ｉ ∈ ｛１，２，…，Ｎ｝ 都满足，则闭环跟踪误差

系统（６） 是渐近稳定的，即系统实现一致性．其中 λ ｉ

４７１
陈军统，等．具有控制器增益随机不确定性的多智能体一致性控制．
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是 Ｌ ＋ Ｍ 的特征根． 其中，Ψ１２ ＝ Ａ ＋ λｉＢＫ ＋
αλ ｉＢＭΔ（ｋ）Ｎ，Ψ １３ ＝ λ ｉＢＭΔ（ｋ）Ｎ．

证明 　 由于矩阵 Ｌ ＋ Ｍ 是对称阵，则令

􀭴ｅ（ ｔ） ＝ （Ｕ －１ ⊗ ＩＮ）ｅ（ ｔ） ＝ ［􀭴ｅＴ
１（ ｔ），􀭴ｅＴ

２（ ｔ），…，􀭴ｅＴ
Ｎ（ ｔ）］，

则系统（６） 可以转化为

􀭴ｅ（ ｔ ＋ １） ＝ Ａ^􀭴ｅ（ ｔ）， （１１）
其中 Ａ^ ＝ （ＩＮ ⊗ Ａ） ＋ Λ⊗［Ｂ（Ｋ ＋ α（ ｔ）ΔＫ）］，Λ是

由 Ｌ ＋Ｍ相似对角化所得的对角矩阵．从Λ的结构上

看，系统（６） 的稳定性等价于以下 Ｎ 个子系统的稳

定性：
􀭴ｅｉ（ ｔ） ＝ ［Ａ ＋ λ ｉＢ（Ｋ ＋ α（ ｔ）ΔＫ）］􀭴ｅｉ（ ｔ） ． （１２）
为了分析系统的稳定性，本文构造以下的 Ｌｙａ⁃

ｐｕｎｏｖ 函数：
Ｖｉ（ ｔ） ＝ 􀭴ｅＴ

ｉ （ ｔ）Ｐ􀭴ｅｉ（ ｔ）， （１３）
应用所构造的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，可得：
Ｅ［ΔＶｉ（ ｔ）］ ＝ Ｅ［Ｖｉ（ ｔ ＋ １） － Ｖｉ（ ｔ）］ ＝

Ｅ［􀭴ｅＴ
ｉ （（Ξ ＋ 􀭾Ξ） ＴＰ（Ξ ＋ 􀭾Ξ） － Ｐ）􀭴ｅｉ］ ＝ 􀭴ｅＴ

ｉ Θ􀭴ｅｉ，
（１４）

其中

Ξ ＝ Ａ ＋ λ ｉＢＫ ＋ αλ ｉＢΔＫ，􀭾Ξ ＝ （α（ ｔ） － α）λ ｉＢΔＫ，
Θ ＝ ΞＴＰΞ ＋ θ ２（λ ｉＢΔＫ） ＴＰ（λ ｉＢΔＫ） － Ｐ，

θ ＝ α（１ － α） ．
为保证系统（６） 渐近稳定，则
Θ ＜ ０， （１５）

使用 Ｓｃｈｕｒ 补性质可得如果不等式（１０）成立，则不

等式（１５）成立．证明完毕．
基于定理 １，下面给出控制器增益的求解方法．
定理 ２　 对于给定的标量 ε ＞ ０，如果存在 Ｑ ＝

ＱＴ ＞ ０ 且以下的矩阵不等式：
－ Ｑ ＱＡＴ ＋ λ ｉ

􀭾ＫＴＢＴ ０ ＱＮＴ ０
∗ － Ｑ ０ ０ αλ ｉεＢＭ
∗ ∗ － Ｑ ０ θλ ｉεＢＭ
∗ ∗ ∗ － εＩ ０
∗ ∗ ∗ ∗ － εＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０

（１６）
对所有的 ｉ ∈ ｛１，２，…，Ｎ｝ 都满足，则闭环跟踪误差

系统（６） 是渐近稳定的，即系统实现一致性．
其中 Ｋ ＝ 􀭾ＫＱ －１ ．
证明 　 对不等式（１０） 分别左乘 ｄｉａｇ｛Ｐ －Ｔ，Ｐ －Ｔ，

Ｐ －Ｔ｝ 和右乘 ｄｉａｇ｛Ｐ －１，Ｐ －１，Ｐ －１｝，令 Ｑ ＝ Ｐ －１，可得：

Ψ ＝
－ Ｑ ＱΨＴ

１２ θＱΨＴ
１３

∗ － Ｑ ０
∗ ∗ － Ｑ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

－ Ｑ Ｑ（Ａ ＋ λ ｉＢＫ） Ｔ ０
∗ － Ｑ ０
∗ ∗ － Ｑ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋

Ｈｅ
ＱＮＴ

０
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ΔＴ（ｋ） ０ αλ ｉＭＴＢＴ θλ ｉＭＴＢＴ[ ]

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＜ ０，

然后使用引理 １ 可得式（１６） ．
当系统状态无法全部获取时，可以利用输出设

计静态输出反馈控制器，具体如下：

ｕｉ ＝ （Ｋ ＋ α（ ｔ）ΔＫ） ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊ（ｙｉ（ ｔ） － ｙ ｊ（ ｔ））( ) ＋

　 　 （Ｋ ＋ α（ ｔ）ΔＫ）ｍｉ（ｙｉ（ ｔ） － ｙ０（ ｔ）） ． （１７）

基于静态输出反馈的控制器求解可以通过以下

结论得到．
推论 １　 对于给定的标量 ε ＞ ０，如果存在 Ｐ ＝

ＰＴ ＞ ０ 和 Ｑ ＝ ＱＴ ＞ ０ 且以下的矩阵不等式：

－ Ｐ （Ａ ＋ ＢＫＣ）Ｔ ０ ＣＴＮＴ ０
∗ － Ｐ－１ ０ ０ αλ ｉεＢＭ

∗ ∗ － Ｐ－１ ０ θλ ｉεＢＭ
∗ ∗ ∗ － εＩ ０
∗ ∗ ∗ ∗ － εＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０

（１８）

成立，则基于静态输出反馈的控制系统渐近稳定．
证明　 按照之前的推导可直接得到，因此证明

过程省略．
在定理 ２ 中，式（１６）是一个线性矩阵不等式，可

以利用许多计算机软件求解．但是如果系统状态未

知时，式 （ １６） 将会对应一个双线性矩阵不等式

（１８），也就是令 Ｐ －１ ＝ Ｗ，此时很难设计控制器增益

Ｋ．幸运的是，有不少算法可以解决这个问题，比如锥

补线性化（ＣＣＬ），控制器增益 Ｋ 可以通过求解一个

最优化问题求得．为此，首先定义以下矩阵不等式：

－ Ｐ （Ａ ＋ ＢＫＣ）Ｔ ０ ＣＴＮＴ ０
∗ － Ｗ ０ ０ αλ ｉεＢＭ
∗ ∗ － Ｗ ０ θλ ｉεＢＭ
∗ ∗ ∗ － εＩ ０
∗ ∗ ∗ ∗ － εＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０，

（１９）

Ｗ ０
∗ Ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＞ Ｉ， （２０）

其中 Ｗ × Ｐ ＝ Ｉ． 具体的控制器设计算法已经在算法

１ 中给出．
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算法 １ 输出反馈控制器算法设计

第 １ 步 找到可行解集合 （Ｐ（０） ，Ｗ（０） ，Ｋ（０） ） 满足（１９） 和（２０），
并设 ｋ ＝ ０．

第 ２ 步
解决 最 优 问 题：ｍｉｎ ｔｒ｛Ｐ（ｋ）Ｗ ＋ Ｗ（ｋ）Ｐ｝， 满 足 （１９）
和（２０） ．

第 ３ 步
将第 ２ 步求得的（Ｐ，Ｗ，Ｋ） 代入（１９），判断是否成立．若
成立则输出可行解，并退出．

第 ４ 步 如果 ｋ ＞ Ｎ，则退出．Ｎ 为选取的最大步长．

第 ５ 步 设ｋ ＝ ｋ ＋ １，（Ｐ（ｋ） ，Ｗ（ｋ） ，Ｋ（ｋ） ） ＝ （Ｐ，Ｗ，Ｋ） 返回第２步．

４　 计算机仿真

在本仿真中，假设系统具有 ３ 个跟随者，相互之

间的通信如图 １ 所示，并假设每个智能体之间连接

权重值为 １．跟随者的动力学模型是由一个二阶模型

来描述：
ｒ̇ｉ ＝ ｖｉ，
ｖ̇ｉ ＝ ｕｉ，

{ 　 ｉ ＝ １，２，３， （２１）

其中 ｒｉ，ｖｉ 和 ｕｉ 分别表示第 ｉ 个智能体的位置、速度

和控制输入．式（２１） 可建立以下状态空间模型：

ｘ ＝
ｒｉ
ｖｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，　 Ａ ＝

０ １
０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｂ ＝

０
１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２２）

图 １　 网络拓扑结构

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｎｅｔｗｏｒｋ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

假设采样周期 Ｔ ＝ ０􀆰 １ ｓ，则离散时间系统状态

空间模型：

Ａ ＝
１ ０􀆰 ３
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｂ ＝

０􀆰 ０４５
０􀆰 ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２３）

其余系统参数如下：
α ＝ ０􀆰 ８，Ｍ ＝ ０􀆰 １ × ＢＴ，Ｎ ＝ ０􀆰 ２ × Ａ，
Δ（ｋ） ＝ ｄｉａｇ ０􀆰 ９ｒａｎｄ ０􀆰 ９ｒａｎｄ{ } ．
基于上述的参数并且根据所提出的控制器增益

求解算法，得到一个可行解：
Ｋ ＝ － ０􀆰 ７９２ ８ － ３􀆰 ８６６ ８[ ] ．
为了描述一致性的效果，本文中各智能体的初

始状态设置如下：

ｘ０（０） ＝
１
３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 ｘ１（０） ＝

４
－ ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

ｘ２（０） ＝
－ ３
５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 ｘ３（０） ＝

２
２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

仿真结果如图 ２—５ 所示．其中图 ２ 和 ３ 表示的

是 ３ 个跟随者的跟踪性能，而图 ４ 和 ５ 表示的是 ３
个跟随者的跟踪误差，可见系统状态最后达到一致，
即实现一致性控制目标．

图 ２　 位置跟踪性能

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

图 ３　 速度跟踪性能

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｓｐｅｅｄ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

图 ４　 位置跟踪误差

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒ

图 ５　 速度跟踪误差

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｓｐｅｅｄ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒ
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陈军统，等．具有控制器增益随机不确定性的多智能体一致性控制．

ＣＨＥＮ Ｊｕｎｔｏｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｅｒ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｇａｉｎ．



５　 结束语

本文研究了控制器存在随机不确定性的多智能

体系统一致性问题．假设智能体连接网络拓扑是无

向、固定和连通的，而且每个个体的控制器存在随机

不确定性，我们分别给出了基于状态反馈和输出反

馈的闭环系统状态空间模型．应用基于李雅普诺夫

稳定性理论，得到了一种保证误差系统状态渐近稳

定的充分条件．特别地，可以通过求解一组线性矩阵

不等式求得状态反馈控制器，最后应用计算机仿真

验证了该结论的有效性．
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