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是模拟气流强的系统以及要素空间分布具有较大梯度的系统"
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引言

一直以来!时间差分方案作为数值模式的一个

主要问题备受关注!优秀的时间差分方案不但要很

好地解决模式计算的稳定性问题!同时也要具有较

高的计算精度以及计算效率"现在!各国业务模式

中应用的时间差分方案以半隐式为主!然而!这种

在方程中对产生快波项和慢波项分别采用显式和隐

式差分的做法造成不协调!从而形成新的误差源!

同时其容许的时间步长仍未能满足数值天气预报的

需要"近年为满足多尺度预报的需要!模式分辨率

逐渐提高!然而众多数值试验的结果表明(

"

"

#

)

!模

式分辨率的细化并不一定能改善预报"未来的数值

预报模式!只有向全隐式格式发展!才有助于解决

上述问题"曾庆存等(

?

)

*季仲贞等(

&

)先后提出了全

隐式能量守恒格式和完全平方守恒格式!但目前全

隐式格式计算的迭代收敛问题尚未得到很好解决"

.D=E

方法(

A

)的提出为求解非线性方程提供了一个

有效的途径"此后!很多学者针对这一方法做了大

量的基础性研究!比如!

J1/G+

等(

'

)在文献(

"%

)的

基础上给出了
.D=E

方法的收敛理论'文献(

""

"

"!

)则讨论了计算过程中可能出现的一些非正常收

敛现象'文献(

"@

"

"A

)讨论了多重网格 %

0̂36*
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&预条件的
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方法"

P,*-+,1

等(
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)也曾对

.D=E

方法在大气运动模式中的应用进行了初步的

尝试!并提出较为成熟的基于物理机制的预条件处

理方案"但该方法目前并不被更多人所认识!特别

在气象领域的应用工作开展较少"

一维非线性平流方程 %无粘
J01

K
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方程&是

形式最简单的非线性偏微分方程!有解析解!同时

其解析解可以描述要素场突变现象%
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)和王军等(
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)分别应用无粘
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方程研究半拉格朗日和完全非内插半拉格朗日

时间差分方案的计算性能"本文在介绍
.D=E

这一

新方法的基础上!应用
.D=E

方法对全隐式的差分

一维非线性平流方程进行求解"通过对该计算结果

与显式差分格式*半隐式格式的模拟结果的比较!分

析全隐式方案的优势!特别是在要素空间分布存在

较大梯度的形势下该格式较其他格式的优越性!为

今后发展全隐式框架的数值模拟提供基础性的工作"

本文在第
$

节给出一维非线性平流方程性质及

其差分形式'第
!

节简单介绍
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方法'第
@

节

对模拟结果进行分析'第
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节对本文工作的主要结

果进行小结和讨论"
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度很大!出现奇异点 %也称突变点&"因此!

(D"

时

刻也被称为尺度分裂时间 %

6),-923,9/332

8

-,6*7,

&"

BEB

!

隐式差分格式

令
;D

#

;B;H

!展开

"

;

"

(

B

;

"

;

"

C

D

%

!

有

"

;H

"

(

B

;H

"

;H

"

C

B#

;

"

;H

"

C

D

%E

%

&

&

为书写方便!略去 +

H

,号!有

"

;

"

(

B

;

"

;

"

C

B#

;

"

;

"

C

D

%E

%

A

&

全隐式二阶
(12+XC=*9)/3-/+

格式%简记为
N̂

格

式&差分方程

!

;

1

B

"

4

F

;

1

4

#

(

B

"

$

%

;

1

B

"

4

B#

;

&

;

1

B

"

4

B

"

F

;

1

B

"

4

F

"

$

#

C

B

%

;

1

4

B#

;

(

&

-

!!!

;

1

4

B

"

F

;

1

4

F

"

$

#

)

C

D

I

1

B

"

4

!

!

4

D

"

!

2

B

"

%

'

&

其中!

2

为空间网格数!

1

为时间层"

作为比较!同时对二阶半隐式格式 %

:N

&差分

方程

!

;

1

B

"

4

F

;

1

F

"

4

$

#

(

B

;

1

4

;

1

4

B

"

F

;

1

4

F

"

$

#

C

B

"

$

#

;

;

1

B

"

4

B

"

F

;

1

B

"

4

F

"

$

#

C

%

B

!!!#

;

;

1

F

"

4

B

"

F

;

1

F

"

4

F

"

$

#

&

C

D

%

!

!

4

D

"

!

2

B

"

%

"%

&

和显式二阶中央差分格式 %记为
BT

格式&差分方程

!

;

1

B

"

4

F

;

1

F

"

4

$

#

(

B

%

;

1

4

B#

;

&

;

1

4

B

"

F

;

1

4

F

"

$

#

C

D

%

!

!!!!!!!!!!!!

4

D

"

!

2

B

"

%

""

&

进行了计算分析"

C

!

!"#$

方法及预条件

CD6

!

!"#$

方法
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是嵌套迭代方法(

A

!
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)

!它至少包括有两

层迭代嵌套#外层为非线性
=,G6/+

迭代!内层为
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子空间线性迭代!同时在
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迭代过程

中应用
.29/F*2+C41,,
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的非线性系统方程组!其中
!
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其中!
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为非线性迭代收敛的标准!是足够小量

%本文取
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可见方程组 %
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&是关于
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J的线性系统!但

=,G6/+

迭代方法应用有两大难点!分别是生成并

存储
.29/F*2+

矩阵和给出位于其收敛半径内的初

估值"梁恒等(

$@

)指出每一步
=,G6/+

迭代中计算

.29/F*2+

矩阵和求解线性方程组 %
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&的代价相当

高!特别当迭代初值远离真解时!高精度求解线性

方程组 %

"@

&的
=,G6/+

迭代点带有相当的盲目性"

因此!需要
E1

H

3/I

子空间线性迭代法(

$#

)求解牛顿

迭代公式"

E1

H

3/I

子空间迭代方法是一类非常有效

的求解大型线性方程组的投影迭代算法 %详情见附

录&!本文应用这一类方法中的广义最小残量法

%

Ŝ PB:

!

S,+,123*_,Q *̂+*723 P,-*Q02323

K

/C

1*6)7

&

(

$?

)

"

对于方程组 %

"@

&!给定一初始解
!

"

J

%

!得到初

始残量

%

%

DF

!

%

"

J

&

F

#

!

"

J

%

! %

"A

&

取

&

"

D

%

%

#

! %

"'

&

其中!

#

D

%

%

%

!

%

%

&

"

.

$

"由
&

"

出发!利用
51+/Q*

方

法(

$&

)构造
E1

H

3/I

子空间/

&

"

!

&

$

!0!

&

)

1!这组
)

维

的正交基!记为
'

)

D

(

&

"

!

&

$

!0!

&

)

)"最后计算

!

"

J

)

D!

"

J

%

B

3

"

&

"

B

0

B

3

)

&

)

! %

$%

&

#?'

#

期
!

=/<#
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这里系数
3

"

!0!

3

)

需满足
%

)

DF!

%

"

J

&

F#

!

"

J

)

的

B09*3Q

范数最小"

E1

H

3/I

迭代直到满足如下条件即可停止!

&

#

!

"

J

)

B

!

%

"

J

&

&

&

#

!

"

J

%

B

!

%

"

J

&

&

'

$&

!

%

"

J

&

&

!%

$"

&

其中!

$

为一指定常数!在本文中取
$

D"<%a"%

F!

"

需注意的是!在上述计算过程中 %

"A

&式和

%

$"

&式的计算以及
E1

H

3/I

子空间的构造都涉及计

算
.29/F*2+

矩阵与向量的乘积"考虑到计算过程

中
.29/F*2+

矩阵的生成*计算以及存储的困难!根

据
]2

H

3/1

展开!对
.29/F*2+

矩阵与向量的乘积采

用下面的
.29/F*2+C41,,

近似#

#&

D

!

%

"

B"

&

&

F

!

%

"

&

"

! %

$$

&

式中!

"

为小的扰动参数"很显然
"

的大小跟
"

*

&

的量级有关"如果
"

太大则近似的结果较差!而
"

值太小!则结果会受到系统计算的浮点舍入误差的

影响"文献(

A

!

$A

!

$'

)给出了不同的
"

取值方案"

本文采用文献(

$A

)提出的
"

取值方案!即

"D

"

2

&

&

&

$

(

1

.

D

"

%K

"

.

K

! %

$!

&

式中!

%

是一常数!本文中取
%

D"E%a"%

FA

"

应用 %

$$

&式的
=,G6/+CE1

H

3/I

方法在计算过

程中不需要生成和存储
.29/F*2+

矩阵!同时计算量

也大大减少!这种方法被称为
.D=E

%

.29/F*2+C

D1,,=,G6/+CE1

H

3/I

&方法"

CEB

!

基于物理机制的预条件

对于大型数值模式而言!在
.D=E

方法迭代过

程中
E1

H

3/I

子空间的计算和存储需要占用较大的

系统内存!其解决途径为尽可能的增加迭代收敛速

度"而迭代收敛速度与系数矩阵的特征值有关!特

征值分布越集中!收敛速度越快"为此在应用

Ŝ PB:

求解 %

"@

&式时!需应用预条件
(

%

8

1,9/+C

Q*6*/+,1

&以加快
Ŝ PB:

的收敛"

引入右预条件!%

"@

&式的形式变为

#

%

"

J

&

(

F

"

(

!

"

J

DF

!

%

"

J

&

E

%

$@

&

令
#HD#(

F"

!

!

"HD(

!

"

!则有

#H

%

"

J

&%

!

"H

&

J

DF

!

%

"

J

&

E

%

$#

&

同样!由上述的
Ŝ PB:

方法求解
!

"H

"最后计算

!

"

D

(

F

"

!

"H

! %

$?

&

得到
!

"

!再代入
=,G6/+

迭代"

预条件
(

的选取!在数学上可以通过矩阵的变

换!如
NO\

因子分解*区域分解*不完全
()/3,-X

H

分解等等"而在实际物理过程的计算中!可通过物

理过程的简化获得基于物理机制的预条件(

A

!

!%

)

!

E+/33

(

!"

)应用一阶空间差分作为高阶差分方程的预

条件!

/̂0--,20

等(

$%

)在求解全隐式二维浅水方程

时将该方程半隐式差分算子作为预条件"本文选择

一阶半隐式差分的一维非线性平流方程的算子作为

预条件"

一阶半隐式格式差分方程

;

1

B

"

4

F

;

1

4

#

(

B

;

1

4

;

1

4

B

"

F

;

1

4

F

"

$

#

C

B

"

$

-

#

;

;

1

B

"

4

B

"

F

;

1

B

"

4

F

"

$

#

C

%

B

!

#

;

;

1

4

B

"

F

;

1

4

F

"

$

#

&

C

D

%

!

!

4

D

"

!

2

B

"

! %

$&

&

根据

!!!

;

4

D

;

1

B

"

4

F

;

1

4

! %

$A

&

将 %

$&

&写成
!

形式!有

!

;

4

#

(

B

#

;

@

#

C

!

;

4

B

"

F!

;

4

F

% &

"

DF

-

4

! %

$'

&

其中!

-

4

包括 %

$&

&式中上标为
1

时刻的所有项"

上式写为向量形式为

(

!

)

DF

*

! %

!%

&

其中!

!

)

为所有格点上的
!

;

4

组成的列向量!而
*

是余差向量!矩阵
(

是常数三对角矩阵!第
4

行为

!

<

4

D

0

!F

#

;

@

#

C

!

"

#

(

!

#

;

@

#

C

!

0

/ 1

!

! %

!"

&

由 %

"#

&式可知!

N̂

格式的
.29/F*2+

矩阵为三对角

矩阵!第
4

行为

>

4

D

0

F

#

;

B

;

1

B

"

4

@

#

C

"

#

(

B

%

;

1

B

"

4

B

"

F

;

1

B

"

4

F

"

&

@

#

C

#

;

B

;

1

B

"

4

@

#

C

/ 1

0

!

%

!$

&

其中省略号处数值为零 %下同&"

<

4

D

!

>

4

F

0

!F

;

1

B

"

4

@

#

C

!

%

;

1

B

"

4

B

"

F

;

1

B

"

4

F

"

&

@

#

C

!

;

1

B

"

4

@

#

C

!

/ 1

0

E

%

!!

&

综上!应用
.D=E

方法求解非线性方程组

%

"$

&!首先由牛顿迭代得到 %

"@

&式!引入预条件

得 %

$#

&式!用
Ŝ PB:

方法求解
!

"H

!由 %

$?

&式

得到
!

"

!再代入
=,G6/+

迭代 %

"&

&式!进行收敛

判断!完成一次迭代循环"重复循环至迭代收敛"

E

!

模拟结果分析

下面就不同基流
#

;

和不同时间步长
#

(

条件下

??'

大
!

气
!

科
!

学
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8
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讨论
$E$

节中三种差分方案的稳定性及计算精度

%同解析解比较&"具体计算方案如下#区域(

F"

!

"

)上!空间格点取
2D!$

'时间分辨率
#

(

分别取

$

F$

!

$

F!

!0!

$

FA

!

$

F'

'基本气流
#

;

分别取
%E%

*

"<%

*

$<%

'相应参数
C

%

的取值为
F

#

;

!以确保突变

点位于零点'时间积分由
%E%

至
"E%

"

EE6

!

模拟结果稳定性及计算精度对
#

(

的敏感性

受线性不稳定条件限制!当时间步长较大时显

式和半隐式格式无法得到稳定的计算结果!特别是

基本气流较大时!而理论上全隐式为无条件稳定"

首先给出区间(

F"

!

"

)上!三种基流参数情况下!

三种格式模拟结果的均方根误差随时间步长的变化

图 %图
"

&"图
"

中曲线中断的部分为计算解溢出

%即出现不稳定!无法得到计算解!下同&"可见!

模拟结果很好地反映了三种格式的稳定性差异!当

时间步长较大时!隐式格式仍具有稳定的解!而其

他两种格式无法做到!特别是基本气流较大时!稳

定性差异更为明显"此外!隐式格式的模拟精度随

时间分辨率的提高有明显提高!而半隐式和显式的

精度随时间分辨率的提高无明显变化"当取相同参

数模拟时!隐式格式的精度最高!且时间分辨率越

高优势越明显!当
#

(D$

F'

!

#

;D%<%

时!隐式格式

精度较显式 %半隐式&提高了
%<'&#

倍!

#

;D$<%

时

较半隐式提高了
%E@$A

倍!较显式提高了
%E#$A

倍"

图
$

!

三种格式的均方根误差在整个积分过程中的变化曲线#%

2

&

#

;b"<%

!

#

(b$

@̀

'%

F

&

#

;b"<%

!

#

(b$

&̀

D*

K

<$

!

]),P̂ :BI21*26*/+4/1N̂ -9),7,

!

BT-9),7,2+Q:N-9),7,*+6),G)/3,*+6,

K

1239/01-,

#%

2

&

#

;b"<%

!

#

(b$

@̀

'%

F

&

#

;b"<%

!

#

(b$

&̀

为更直观起见!我们给出
BT

%

:N

&格式计算解

不稳定 %

#

;D"<%

!

#

(b$

@̀

&和稳定 %

#

;b"<%

!

#

(b

$

&̀

&时!三种格式的均方根误差在整个积分过程中

的变化曲线 %图
$

&"可见!当时间分辨率较大时

%图
$2

&!隐式格式在计算求解的稳定性和精确性上

都明显高于其他两种格式'当时间分辨率较小时

图
"

!

(b"

时刻三种格式均方根误差#%

2

&

#

;b%<%

'%

F

&

#

;b

"<%

'%

9

&

#

;b$<%

D*

K

<"

!

]),1//6C7,2+C-

Y

021,,11/1

%

P̂ :B

&

4/14033

H

*7

8

3*9*6

%

N̂

&

-9),7,

!

,[

8

3*9*6

%

BT

&

-9),7,2+Q-,7*C*7

8

3*9*6

%

:N

&

-9),7,26(D"

#%

2

&

#

;b%<%

'%

F

&

#
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'%

9

&

#
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%图
$F

&!比较而言
BT

格式的误差依然很大!

:N

格

式在积分起始阶段误差最小 %与取两个时次初值有

关&!当积分至
(b%<A

左右误差值出现突变!迅速

增加!此时
N̂

格式的优势得以充分显现"总之!

无论时间分辨率如何!

N̂

格式的计算误差随积分

过程的演变都比较平稳"

E>B

!

模拟结果计算精度对
#

;

的敏感性

由图
"

可见!当
#

(b$

?̀时!在三种格式都可

以得到较为稳定的解!这里以取
#

(b$

?̀时的模拟

结果来分析其对不同
#

;

参数的响应情况"

@>$>"

!

无基本气流

图
!

给出无基本气流 %即
#

;b%<%

&情况下三种

格式的模拟结果"可见隐式格式的模拟效果明显好

于其他两个格式!突出表现在突变点两侧"隐式结

果在整个积分区间内的连续性与解析解都非常一

致!而显式与半隐式的结果在突变点两侧则出现小

的扰动!其中显式结果的扰动振幅比半隐式大"

@>$>$

!

基本气流参数
#

;b$<%

当基本气流参数取
#

;b$<%

时 %图
@

&!可以很

明显发现!在
(b"

时刻隐式格式结果与解析解相

近!且仍比较好地保持了解析解所具有的连续性特

征!而显式和半隐式格式在积分过程中在突变点两

侧不断地形成扰动!且向上下游频散!表现为在解

析解上叠加了一系列扰动!特别是显式格式"这里

基本流为正值!可以发现扰动的频散主要为向上游

的频散"比较而言!三种格式的模拟效果!隐式最

好!半隐式次之!显式的误差最为明显"

比较图
!

和图
@

发现!基本流的存在使得显式

和半隐式格式计算结果中突变点附近的扰动出现频

散!进而影响到整个计算区域"基本流取其他数值

时 %图略&!显式和半隐式结果同样表现出上述特

征!且基本气流越大频散越明显!而隐式结果很好

地保持了解析解的特征!受基本气流变化的影响不

明显"

E>C

!

对空间分布梯度较大区域的模拟

在无粘
J01

K

,1

方程的解析解中!在
CDC

%

B

#

;(

处!空间分布梯度很大!出现奇异点 %或称突变

点&"在实际的大气中有很多气象要素的现象存在!

最典型的就是锋面两侧要素的一阶不连续现象"对

这些现象的模拟能力也是检验数值模式优劣的一个

重要方面!这也是本文采用无粘
J01

K

,1

方程作为

研究对象的主要原因"

图
!

!

(b"

时刻三种格式的模拟结果 %

#

(b$

?̀

!

#

;b%<%

&#%

2

&

N̂

格式'%

F

&

BT

格式'%

9

&

:N

格式"实线为数值解'虚线为解

析解

D*

K

>!

!

]),-*70326*/+1,-036-4/14033

H

*7

8

3*9*6-9),7,

%

2

&!

,[C

8

3*9*6-9),7,

%

F

&

2+Q-,7*C*7

8

3*9*6-9),7,

%

9

&

26(b"

由
@>"

节和
@>$

节中的模拟结果可以看出!几

种格式模拟结果的最大差异就是出现在奇异点附

近!该区域也是模拟误差的主要来源!同时也可以

初步看出!隐式格式对空间突变现象的模拟能力明

显高于其他两个格式"进一步分析突变点及其两侧

共五点这三种格式在的模拟结果均方根误差 %图

#

&!可以清晰地看到隐式格式对要素空间分布具有

较大梯度的系统模拟结果更好!且在数值解稳定的

条件下随时间分辨率的提高其优势越明显"

另外!本文也对不同空间分辨率下各格式进行

A?'

大
!

气
!

科
!

学
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图
@

!

(D"

时刻三种格式的模拟结果 %

#

(b$

?̀

!

#

;b$<%

&#%

2

&

N̂

格式'%

F

&

BT

格式'%

9

&

:N

格式"实线为数值解'虚线为解

析解

D*

K

>@

!

]),-*70326*/+1,-036-4/14033

H

*7

8

3*9*6-9),7,

%

2

&!

,[C

8

3*9*6-9),7,

%

F

&

2+Q-,7*C*7

8

3*9*6-9),7,

%

9

&

G*6)

#

(b$

?̀

!

#

;

b$<%26(D"

了计算!得到了与上述基本一致的结果!且随空间

分辨率的提高!各格式模拟精度均有所提高"以上

隐式格式表现出的在稳定性*精确性方面的优越

性!很好地解决了半隐式和显式格式在处理高分辨

率模式存在的问题"特别是在模拟锋面等空间分布

一阶不连续天气系统方面!隐式格式表现出了明显

好于其他系统的能力"总之!隐式格式对不同尺

度*不同空间特征的系统都具有很好的适应性!是

未来更好发展多尺度天气预报模式的需要"

图
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时刻突变点附近五点的均方根误差#%
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结语和讨论

本文以全隐式格式的一维非线性平流方程为

例!探讨了
.D=E

方法求解全隐式非线性方程的有

效性以及采用全隐式格式计算的必要性"发现该方

法很好地解决了全隐式非线性方程的迭代收敛问

题!使得进一步应用该方法解决较复杂的全隐式非

线性方程成为可能"同时!模拟结果表明!隐式结

果与显式和半隐式结果相比具有如下优越性#

%

"

&当时间步长较大时!隐式格式仍具有稳定

'?'

#

期
!

=/<#

陈长胜等#

.D=E

方法在求解全隐式一维非线性平流方程中的应用
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解'时间步长较小时!隐式格式的精度最高"

%

$

&系统的基本气流越强!隐式格式较其他格

式在精度上的绝对优势越明显"

%

!

&隐式格式对要素空间分布具有较大梯度的

系统模拟结果最好!而半隐式和显式的计算解中突

变点附近出现不同程度的扰动!并逐渐向上下游频

散"

由于本文只是对全隐式格式和
.D=E

方法结

合进行初步尝试!因此!在理论及应用方面还有待

进一步深入的工作来完善"

附录
!
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<

(-4

子空间迭代方法

E1

H

3/I

子空间迭代方法是一类非常有效的求

解大型线性方程组

+"

D

,

%

5"

&

的投影迭代算法!在
$%

世纪
#%

年代初期被提出!

但直到
"'&"

年被
P,*Q

(

$#

)重新提出才得以推广!我

国也在理论研究*油藏数值模拟*计算电磁学等方

面开展了很多工作"

投影算法就是从
1

维向量空间中找出一个子空

间
L

!从中寻找近似解!子空间
-

称为搜索空间

%右子空间&"如果该子空间维数
Q*7-D)

!则为

在
-

中求出一个近似解!需要有
)

个限制条件!通

常采用
)

个正交条件"特别地!可以采用残向量
%

D,F+"

与
)

个线性无关向量正交的条件!这
)

个线性无关向量就定义了另外一个
)

维子空间
.

!

通常称之为限制子空间或左子空间"

E1

H

3/I

方法是投影算法!根据左子空间选取的

不同可以分为很多种!如
DÛ

方法*

NÛ

方法*

ZNÛ

方法*
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方法等等"本文应用的是

Ŝ PB:

%广义最小残量&方法"
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子空间投影法基本理论

对于大型线性方程组 %
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为
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大多数的
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3/I

子空间投影法都采用以下两

种正交化过程构造子空间#通过
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上式的最小二乘问题可采用
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变换进行计算!
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