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两种不同势函数下半空间饱和多孔介质中
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摘要:分别对“考虑两种压缩波和幅值比例系数”和“考虑一种压缩波(P1 或P2 波)但不考虑幅值比

例系数”两种不同势函数下的半空间饱和多孔介质中Rayleigh波求解进行详细推导,理论分析表

明“考虑两种压缩波和幅值比例系数”下Rayleigh波求解推导更为严密,与饱和多孔介质中存在两

种压缩波的事实相一致。在研究半空间饱和多孔介质中Rayleigh波时应采用“考虑两种压缩波和

幅值比例系数”的势函数。
关键词:势函数;Rayleigh波;压缩波;幅值比例系数;理论分析;数值计算

中图分类号:TU435      文献标志码:A   文章编号:1000-0844(2015)02-0559-06
DOI:10.3969/j.issn.1000-0844.2015.02.0559

ComparativeStudyonDifferentSolutionstoRayleighWavesinHalf-space
SaturatedPorousMediaunderTwoDifferentPotentialFunctions

LIUZhi-jun1,2,XIATang-dai1,2,HUANGRui1,2,XIONGYan-fei1,2,ZHENGQing-qing1,2
(1.MOEKeyLaboratoryofSoftSoilsandGeoenvironmentalEngineering,ZhejiangUniversity,Hangzhou,Zhejiang 310058,China;

2.ResearchCenterofCostalandUrbanGeotechnicalEngineering,ZhejiangUniversity,Hangzhou,Zhejiang 310058,China)

Abstract:TheoreticalsolutionsoftheRayleighwaveinhalf-spacesaturatedporousmediawere
derivedundertwodifferentpotentialfunctionscorrespondingtoacasewithtwokindsofcom-
pressionalwavesandamplituderatiocoefficientandacasewithacompressionalwave(P1orP2
wave)withoutconsideringtheamplituderatiocoefficient,respectively.Thetheoreticalanalysis
showsthatthederivationofthesolutionoftheRayleighwavesforthecasewithtwokindsof
compressionalwavesandamplituderatiocoefficientismorerigorous,whichisconsistentwiththe
factthatthereexisttwokindsofcompressionalwavesinsaturatedporousmedia.Throughnumer-
icalcalculation,wecomparedthepropagationvelocitiesandattenuationsoftheRayleighwavein
threedifferentcases,namely,thecasewithtwokindsofcompressionalwavesandamplituderatio
coefficient,thecasewithP1 wavewithouttheamplituderatiocoefficient,andthecasewithP2
wavewithouttheamplituderatiocoefficient.Thenumericalcalculationshowsthatthereexists
distinctivedifferencesamongtheresultsobtainedinthethreecasesabove.Werecommendthatthe
potentialfunctionsthatconsiderthetwokindsofcompressionalwavesandtheamplituderatioco-
efficientbeappliedwhenstudyingRayleighwavesinhalf-spacesaturatedporousmedia.
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0 引言

基于20世纪50年代Biot建立的流体饱和多

孔介质波动理论(简称“Biot理论”)[1],国内外很多

学者对半空间饱和多孔介质中Rayleigh波传播特

性进行了研究[2-11]。Rayleigh波的能量集中在介质

表面且衰减慢,在波场中占主导地位,由于Rayleigh
波传播速度与介质物理力学性质密切相关,可以利

用实测的Rayleigh波频散曲线反演介质的相关参

数。这些特性使得Rayleigh面波法在地震勘探、地
基评价、环境振动等领域得到了广泛应用。

尽管饱和多孔介质中存在两种压缩波是一个在

理论和实验上均已得到验证的事实,从已有的相关

文献中可以看出,半空间饱和多孔介质中Rayleigh
波主要存在以下两种不同的求解:(1)势函数中考虑

两种压缩波,且考虑流相和固相两者的标量势函数

及矢量势函数之间的幅值比例系数[4-11];(2)势函数

中仅考虑一种压缩波,但不考虑前面提及的幅值比

例系数[2-3]。
遗憾的是,迄今没有学者对上述两种不同的求

解进行过理论比较或对其合理性进行过分析。另

外,目前已有的文献在研究由上述两种不同势函数

求解得到的Rayleigh波传播特性时均是在不同的

算例(介质参数不同)下进行的,无法对两者的计算

结果进行直观比较,对两者之间存在的差异程度无

法做出判断。掌握半空间饱和多孔介质中Rayleigh
波的正确求解对于指导Rayleigh面波法的工程应

用有重要意义。
基于此,本文以自由透水边界为例,首先分别对

“考虑两种压缩波和幅值比例系数”和“考虑一种压

缩波但不考虑幅值比例系数”两种不同势函数下半

空间饱和多孔介质中Rayleigh波求解进行详细的

推导,然后从理论分析和数值计算的角度对两者进

行比较,最后得出结论。

1 半空间饱和多孔介质中Rayleigh波求解

1.1 基本控制方程

根据Biot理论,u-U 位移矢量形式的饱和多孔

介质波动控制方程为[1]:

N▽2u+grad[(A+N)e+Qε]=
2

t2
(ρ11u+ρ12U)+b

t
(u-U) (1-1)

grad[Qe+Rε]=
2

t2
(ρ12u+ρ22U)-b

t
(u-U) (1-2)

式中,u、U 分别为固相和流相绝对位移矢量;e=∇
·u,ε=∇·U;b为Biot自定义的一个与达西渗透

系数有关的介质耗散参数,b=n2η/κ=n2ρfg/k;g
为重力加速度(m/s2);η为流体黏滞系数(Pa·s);κ
为固体骨架动力渗透系数(m2);k 为固体骨架渗透

系数(m/s);ρ11、ρ22、ρ12分别为固相、流相质量系数

和固-液质量耦合系数(kg/m3),其中,(1-n)ρs=

ρ11+ρ12,nρf=ρ12+ρ22;ρs、ρf 分别为固体颗粒和流

体密度(kg/m3);A、N、Q 和R 为Biot弹性系数,A
=λ+(α-n)2M,R=n2M,Q=n(α-n)M,N=μ,
λ、μ 为弹性固体骨架Lame常数,其中有:
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式中,α、M 为表征土颗粒和流体压缩性的Biot系

数;Ks、Kb、Kf分别为固体颗粒、固体骨架和流体的

体变模量(Pa)。
基于上述波动控制方程,分别对以下两种不同

势函数下的半空间饱和多孔介质中Rayleigh波进

行理论求解。

1.2 考虑两种压缩波和幅值比例系数

根据矢量场的 Helmholtz分解定理,引入标量

势φs、φf和矢量势ψs、ψf,则位移矢量u 和U 可表

示为:

u=∇φs+∇×ψs,U=∇φf+∇×ψf (3)

  将式(3)代入式(1),并对方程两边分别取散度

和旋度,可得:

P∇2φs+Q∇2φf=(ρ11̈φs+ρ12̈φf)+b(̇φs-̇φf)

Q∇2φs+R∇2φf=(ρ12̈φs+ρ22̈φf)-b(̇φs-̇φf){
(4)

N∇2ψs=(ρ11̈ψs+ρ12̈ψf)+b(̇ψs-ψ̇f)

0=(ρ12̈ψs+ρ22̈ψf)-b(̇ψs-ψ̇f){ (5)

式中,P=A+2N。
结合Helmholtz分解定理和Biot理论,由矢量

势和标量势所表示的应力为:

σzz =P
2φs

z2 +A
2φs

x2 +2N
2ψf

xz+Q∇2φf

(6-1)

σzx =N 2
2φs

xz+
2ψs

x2 -
2ψs

z2
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s=Q∇2φs +R∇2φf (6-3)
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  假设式(4)、(5)的平面波解为:

φs

φf
ψs

ψf

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

=

F1(z)

F2(z)

G1(z)

G2(z)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

exp[i(ωt-kx)] (7)

  将式(7)代入式(4)、(5),

P(F″
1-k2F1)+Q(F″

2-k2F2)=   
    -ω2(M11F1+M12F2) (8-1)

Q(F″
1-k2F1)+R(F″

2-k2F2)=   
    -ω2(M12F1+M22F2) (8-2)

N(G″
1-k2G1)=-ω2(M11G1+M12G2)

(8-3)
0=-ω2(M12G1+M22G2) (8-4)

式中,F″
j=

2Fi

z2
,G″

j=
2Gj

z2
,j=1,2;M11=ρ11-ib/

ω,M12=ρ12+ib/ω,M22=ρ22-ib/ω。
式(8-1)两边同乘以R、式(8-2)两边同乘以Q

后,两式相减,化简后可得:

F2=E2
1F″

1-E2
2F1 (9)

式中,

E2
1=-

PR-Q2

ω2(RM12-QM22)
(10-1)

E2
2=

RM11-QM12

RM12-QM22
+k2E2

1 (10-2)

  将式(9)代入式(8-1),化简后可得:
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式中,

ω2(E2
3+E2

4)=
P-QE2

2-Qk2E2
1+ω2M12E2

1

QE2
1

(12-1)

ω4E2
3E2

4=
Qk2E2

2-k2P+ω2M11-ω2M12E2
2

QE2
1

(12-2)
  联立式(10)和式(12),可得:

E2
3=

c2-υ2P1
c2·υ2P1

, E2
4=

c2-υ2P2
c2·υ2P2

(13)

其中,

1
υ2P1

+
1

υ2P2
=
PM22-2QM12+RM11

PR-Q2
(14-1)

1
υ2P1·υ

2
P2

=
M11M22-M2

12

PR-Q2
(14-2)

式中,υP1、υP2分别为饱和多孔介质中快纵波(P1)和
慢纵波(P2)的波速理论表达式。需特别指出的是,
这里的υP1和υP2 并不是波传播速度(相速度)。波

速理论表达式是复数形式,而波传播速度为实数,两
者不能混淆,不然会得出错误结论。

求解微分方程(11),并考虑到波应随着水平距

离(x)和深度(z)的增加而呈指数衰减,其解为:

F1=A1exp(iωE3z)+A2exp(iωE4z)(15)

  将式(15)代入式(9),得:

F2=B1exp(iωE3z)A1+B2exp(iωE4z)A2

(16)
式中,

B1=
(PR-Q2)-υ2P1·(RM11-QM12)

υ2P1·(RM12-QM22)

(17-1)

B2=
(PR-Q2)-υ2P2·(RM11-QM12)

υ2P2·(RM12-QM22)

(17-2)
由式(8-4)可得:

G2=-
M12

M22
G1,B3=-

M12

M22
(18)

式中,B1、B2 为流-固标量势函数幅值比例系数;B3

为流-固矢量势函数幅值比例系数

将上式代入式(8-3),并考虑到波应随着水平距

离(x)和深度(z)的增加而呈指数衰减,求解可得:

G1=A3exp(ikr1z) (19)

r21=
c2

υ2S
-1=

c2-υ2S
υ2S

,1
υ2S

=
M11M22-M2

12

N·M22

(20)
式中,υS 为饱和多孔介质中剪切波的波速理论表达

式。
由式(15)、(16)、(18)和(19)可知,考虑两种压

缩波和幅值比例系数下的势函数表达式为:

φs= A1exp(iωE3z)+A2exp(iωE4z)[ ]m
(21-1)

φf= B1exp(iωE3z)A1+B2exp(iωE4z)A2[ ]m
(21-2)

ψs=A3exp(ikr1z)m (21-3)

ψf=-
M12

M22
A3exp(ikr1z)m (21-4)

式中,m=expi(ωt-kx)[ ] ,下同。
将式(21)代入式(6),可得:

σzz = 2Nk2-b21(P+QB1)[ ]A1exp(iωE3z)+{

2Nk2-b22(P+QB2)[ ]A2exp(iωE4z)+
2Nk2r1A3exp(ikr1z)}m (22-1)

σzx =N k2(r21-1)A3exp(ikr1z)+[

2kωE3A1exp(iωE3z)+
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2kωE4A2exp(iωE4z)]m (22-2)

s= -b21(Q+RB1)[ ]A1exp(iωE3z)-{

b22(Q+RB2)A2exp(iωE4z)}m (22-3)
式中,b21=ω2E2

3+k2,b22=ω2E2
4+k2。需指出的是,

文献[4]推导得到的应力表达式中存在细微错误。
当半空间饱和多孔介质表面为自由透水边界,

则在其表面(z=0)有:

σzz +s=0,σzx =0,s=0 (23)

  将式(22)代入式(23),可以得到三个关于A1、

A2 和A3 的方程,要使得存在非零解,则其系数行

列式须等于零,即:

a11 a12 2Nk2r1
2kωE3 2kωE4 k2(r21-1)

b21(Q+RB1)b22(Q+RB2) 0
=0

(24)
式中,a11、a12的表达式为:a11=2Nk2-b21(P+
QB1),a12=2Nk2-b22(P+QB2)。

由上式可以求解出 Rayleigh波的波数k(复
数),Rayleigh波传播速度c和衰减系数δ为:

c= ω/Re(k),δ= Im(k) (25)

1.3 考虑一种压缩波势函数但不考虑幅值比例系数

也有学者[2-3]在研究半空间饱和多孔介质中

Rayleigh波时仅考虑一种压缩波(P1 或P2 波),但
没有考虑流相和固相两者的标量势函数及矢量势函

数之间的幅值比例系数,在此种情况下,式(21)中所

表示的势函数形式变为:

φs=A1exp(iωE0z)m (26-1)

φf=A2exp(iωE0z)m (26-2)

ψs=A3exp(ikr1z)m (26-3)

ψf=A4exp(ikr1z)m (26-4)
式中,当考虑的压缩波是P1 波时,E0=E3;当考虑

的压缩波是P2 波时,E0=E4。
将式(26)代入式(6),可得出应力表达式:

σzz = (-ω2E2
0P-k2A)A1exp(iωE0z)+[

Q(-k2-ω2E2
0)A2exp(iωE0z)+

2Nk2r1A3exp(ikr1z)]m (27-1)

σzx =N 2kωE0A1exp(iωE0z)+[

k2(r21-1)A3exp(ikr1z)]m (27-2)

s= -Qb20A1exp(iωE0z)-Rb20A2exp(iωE0z)[ ]m
(27-3)

式中,当考虑的压缩波是P1 波时,b20=b21;当考虑的

压缩波是P2 波时,b20=b22。
同样的,当半空间表面为透水边界时,将式(27)

代入边界条件式(23),可以得到三个关于A1、A2 和

A3 的方程,要使得存在非零解,则其系数行列式须

等于零,即:

ω2E2
0P+k2A Q(k2+ω2E2

0) -2Nk2r1
2kωE0 0 k2(r21-1)

Q R 0
=0

(28)

  求解上述方程,可得到Rayleigh波的波数k,由
式(25)便可得出此种情况下Rayleigh波传播速度c
和衰减系数δ。

2 比较

2.1 理论分析

多孔介质波传播分析的一般步骤是:① 波动控

制方程→② Helmholtz分解并代入后分别取散度、
旋度运算→③ 假设平面波解并求解得到势函数表

达式→④ 代入由步骤②中或运用边界条件得到特

征方程→⑤ 求解特征方程得到波速或波数→⑥ 波

传播速度及衰减系数。
本文在“考虑两种压缩波和幅值比例系数”中,

遵循上述步骤对半空间饱和多孔介质自由透水表面

Rayleigh波求解进行了严密的理论推导(限于篇幅,
本文对推导过程中的具体细节有所省略,详细推导

过程可向作者索要),势函数中z 方向上的指数项

(如iωE3z)与体波波速理论表达式(如vP1
)之间的

关系以及幅值比例系数(B1、B2、B3)均是推导得

到,而非人为定义。我们知道饱和多孔介质中存在

三种体波,即两种压缩波和一种剪切波,而由求解得

到的式(21)所表示的标量势函数和矢量势函数则正

好反映了这一点。
在“考虑一种压缩波但不考虑幅值比例系数”

中,式(26)所表示的势函数中仅考虑了一种压缩波

(P1 或P2 波),这样的势函数并非问题的通解。另

外,由于没有考虑幅值比例系数,存在四个振幅参数

A1、A2、A3 和 A4。一般情况下,需有四个与 A1、

A2、A3 和A4 有关的非线性相关方程才能进行求

解,而透水边界条件中只有三个方程,之所以能求解

得到特征方程式(28),原因在于将势函数式(26)代
入边界条件式(23)后得到的三个方程均与 A4 无

关,但这种情况在数理逻辑上并不严密,算是一种巧

合。
因此,从理论求解推导角度上分析,相比“考虑

一种压缩波但不考虑幅值比例系数”,“考虑两种压

缩波和幅值比例系数”的势函数下Rayleigh波求解
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更为严密、合理。

2.2 数值算例

以某一具体的饱和多孔介质为例,通过数值计

算对在自由透水边界下由上述两种不同的势函数求

解得到的结果进行更为直观的比较,饱和多孔介质

相关基本参数取值如表1所列。
图1为“考虑两种压缩波和幅值比例系数”(简

称“考虑两种压缩波”)、“仅考虑P1 波但不考虑幅值

比例系数”(简称“仅考虑P1 波”)和“仅考虑P2 波但

不考虑幅值比例系数”(简称“仅考虑P2 波”)三种不

同势函数求解下半空间饱和多孔介质中 Rayleigh
波传播速度和衰减系数随频率的变化曲线。

表1 饱和多孔介质基本参数

Table1 Basicparametersofsaturatedporousmedium
参数名称 参数符号 数值

孔隙率 n 0.15
固体颗粒密度 ρs 2650kg/m3

流体密度 ρf 1000kg/m3

动力渗透系数 κ 10-10m2

流体粘滞系数 η 8×10-3Pa·s

Lame常数
λ 26.1MPa

μ 26.1MPa
固体骨架体变模量 Kb 43.6MPa
固体颗粒体变模量 Ks 36GPa
孔隙流体体变模量 Kf 2.0GPa

图1 不同势函数下Rayleigh波传播速度和衰减系数

Fig.1 PropagationvelocityandattenuationcoefficientofRayleighwaveunderdifferentpotentialfunctions

  从图1(a)可以看出,由三种不同势函数求解得

到的Rayleigh波传播速度在数值和变化趋势上存

在明显差异。随着频率的增加,Rayleigh波传播速

度“在考虑两种压缩波”时先减小后增大;“仅考虑

P1 波”时先是几乎保持不变后快速增大;“仅考虑P2
波”时则逐渐增大。从图1(b)可以看出,由三种不

同势函数求解得到的Rayleigh波衰减系数在变化

趋势上完全一致,均是随着频率增大先缓慢增大后

快速增大,其中,“考虑两种压缩波”和“仅考虑P2
波”两种情况下Rayleigh波衰减系数在数值上也几

乎相同。
从图1还可以发现,“仅考虑P1 波”的Rayleigh

波传播速度最大,而衰减系数最小;“仅考虑P2 波”
的Rayleigh波传播速度最小,衰减系数大;“考虑两
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种压缩波”的数值计算结果介于上述两者之中。这

是因为Rayleigh波是由非均匀的平面P波和非均

匀的平面SV波在一定条件下叠加产生的一种面

波,而对于饱和多孔介质中的体波,P1 波传播最快,
衰减最慢,而P2 波传播慢,衰减最快。

3 结 论

本文对两种不同势函数下Rayleigh波求解进

行了理论分析,并通过数值计算对各自的结果进行

了比较,数值计算结果表明由以上两种不同势函数

求解得到Rayleigh波传播速度和衰减系数存在明

显差异。与“考虑一种压缩波(P1 或P2 波)但不考

虑幅值比例系数”相比,“考虑两种压缩波和幅值比

例系数”的势函数下Rayleigh波的理论求解更为严

密、合理,也与饱和多孔介质中存在两种体波的事实

相一致。
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