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地基半空间等效集总体系的比拟法与实测分析①
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摘要:先略述莱斯默比拟法的形成;再由半空间理论等效为质弹体系,得出辐射阻尼比、刚度及参振

土质量,并论述两体系的结合;最后经实测、分析和使用,考虑土体非匀质性折减阻尼比以作修正,
使其更为实用。这有助于消除在我国长期认为阻尼比大而不安全、不便使用的疑虑,以便推动半空

间理论在我国的实用化。
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Abstract:Inthisstudy,theformulationofLysmer'sanalogmethodispresentedbrieflyfirst.The
radiationdampingratio,stiffness,andvibrationalmassforacertainamountofsoilmaybe
obtainedfromahalf-spacesystemthatisequivalenttoamass-springsystem.Subsequently,a
combinationofbothsystemsisdiscussed.Onthebasisofmeasurement,analysis,andapplica-
tion,thedampingratioisreduced:thisisamodificationformodelingnon-homogeneoussoiland
ismorepractical.Foralongtime,alargerdampingratiohasbeenconsideredtobeunsafeand
thusnotused;thisconstraintmaydisappearandsubsequentlythepracticaluseofhalf-spacethe-
orywillbecomemorecommon.Thefocalpointofthisstudyisthepracticaluseofthemethod.
First,twoexperimentaltestshaverevealedthatthedampingratioofourstatecodeisverysmall
andthehalf-spaceissignificantlylarger.Therefore,theresultsfrommeasuringalargenumberof
vibratorfoundationsandmodelsdemonstratethatthedampingratioofthehalf-spacemustbe
modified.(1)Thedampingratioofhomogeneoussoilmustbereduced.Althoughsomeenergyof
wavepropagationisconsumed,wavereflectionorrefractionisperformedbysoilorhardlayers.
Theenergyconsumedisless,andthedampingratioisnotaslargewithadiscountcoefficientof
0.5~0.7.(2)TheformerSovietcodeof1979usedareductionof30%onthehalf-spacedamping
ratioforthedesignofdynamicmachinefoundation,whichisequaltotheupperreductionlimitof
ourmeasurementresults.In1996,aRussianacademicianwhohadbeenthechiefeditorofthat
codecametoChinatodeliverlecturesandexplainedthatthereductionvaluewasobtainedfroma
largenumberofcomparisonsobtainedbymeasuring.(3)Thereduceddampingratioofhomoge-
neoussoilispractical.Thereduceddampingratioisstillgreaterthanthatofourstatecodeand
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willbebothmoreeconomicalandsaferforthedesignofdynamicfoundations.
Keywords:homogeneoushalf-spacetheory;equivalentmass-springsystem;radiationdamping

ratio;modifyingofhomogeneoussoil'sdampingratio

0 引言

动力基础半空间理论早在国外流行,但在我国

长期处于研究状态,少见使用,原因在于其阻尼比

很大,认为不安全。本文先略作推导,说明辐射阻尼

来源、地基刚度和参振土质量的形成。通过测试分

析以及工程基础的长期使用,说明辐射阻尼可用,但
要从实用性出发,考虑土体非匀质性,进行折减以作

修正。目前分析方法不一,本文只论述较为流行的

莱斯默比拟法,且只考虑竖向。

1 比拟法形成简述

动力地基半空间理论首先假设地基土体为匀

质、各向同性、线性的弹性半无限体,基础是置于土

体表面上的刚体,然后分析振动基础与地基土体的

相互作用。1904年Lamb[1]给出竖向谐和扰力作用

于弹性半空间表面及波在土中传播产生动位移的

解,其 力 学 分 析、数 学 运 算 极 为 复 杂。1936 年

Reissner[2]用其得出扰力作用于无质量刚性圆板、
底部受均匀压应力的位移解,并提出了无量纲频率

a0 和质量比b。因计算上有差错等原因与试验结果

不完全相符,未被工程人员立即采用,但其奠定了基

础,后来成为常用依据,很多学者对此进行了研究和

引用。1953年Sung[3]对其得出了底部压应力为静

刚性分布、均匀分布和抛物线分布的位移解。1962
年Hsich[4]用反力代入法得出扰力作用于块体基础

类似于质弹体系的半空间等效集总体系公式,表明

阻尼和刚度都是振动频率的函数,从而转折性地开

创了实用化途径。由于随频率而变,仍不便使用,需
进一步实用化,1965年出现了用于竖向振动的莱斯

默(J.Lysmer)比拟法[5]。1967年 Hall[6]按照莱斯

默思路把比拟法推广到滑移、摇摆和扭转振动。

2 比拟法的阻尼比和刚度

2.1 基本公式

竖向谐和扰力P=P0eiωt作用于无重量的刚性

圆板(图1)时,板中心的竖向位移为[2]:

Z=
P0eiωt

Gr0
(f1+if2) (1)

式中:G 为土的剪切模量;r0 为圆板半径;ω 为扰力

频率;f1、f2 为位移函数,即无量纲频率a0 与泊松

比υ的复函数。

a0=r0ω/vS (2)
式中:vS 为剪切波速;ρ为土的密度。

  对时间t微分:

Ż=iωZ (3)

  由式(1):

P0eiωt=
Gr0Z

f1+if2
=
(f1-if2)Gr0

f2
1+f2

2
Z

  可得复刚度:

Kdd=
P0eiωt

Z            

  =Gr0(
f1

f2
1+f2

2
-

if2

f2
1+f2

2
)  (4)

  再由式(3):

Kdd=
Gr0f1

f2
1+f2

2
-

Gr0f2

ωZ(f2
1+f2

2)
Ż (4a)

  式(4a)的推导较直接,若等式两边同乘以Z,即
得文献[8]中式(7)~(14),或文献[4]中式(4)。

按文献[7],具有质量m 的块体基础,考虑内阻

尼c'
z,在谐和扰力Q 作用下(图1),按平衡条件的振

动方程为:

图1 基础板、块振动示意图(参见文献[8])
Fig.1 Vibrationofplateandblockonthefoundation(See

Reference[8])
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    m̈Z+c'
żZ+KddZ=Q=Q0eiωt (5)

其中:Q=P+m̈Z。

  将Kdd代入,可得:

m̈Z+ c'
z +

Gr0
ω
· -f2

f2
1+f2

2

æ

è
ç

ö

ø
÷Ż+

Gr0f1

f2
1+f2

2
Z=Q0eiωt

(6)

  令

c″
z=

Gr0
ω
· -f2

f2
1+f2

2
(7)

则有

cz=c'
z+c″

z (8)

  又令

Kd=Gr0
f1

f2
1+f2

2
(9)

其中:Kd 为动刚度。
式(6)与单自由度体系受强迫振动方程相似,不

同的是c″
z与Kd 不是常数,而是f1、f2 的函数。

从式(4a)可看出,Kdd中有两项,第一项与位移

有关,第二项涉及速度,与胶质阻尼相似,可看作带

有阻尼的复刚度。若将第二项中的阻尼归入式(6)
阻尼项内,仅将第一项视作动刚度Kd,见式(9)。因

而在式(8)中,阻尼系数有两项:一是c'
z,为内阻尼;

二是c″
z,为基础振动时有部分能量随振波扩散而消

失,称为辐射阻尼或波散阻尼。前者很小,常取阻尼

比为0.05,可临时加入;后者较大,阻尼比也较大。
再令

F1=
f1

f2
1+f2

2
(10)

F2=
-f2

(f2
1+f2

2)a0
(11)

  f1、f2见文献[9]、[10]有关插图;文献[4]中已

得出F1、F2 的近似值,见表1,相应得表2。

表1 F1、F2 的近似式

Table1 AppoximateformulasofF1andF2

振动类别
υ=0

F1 F2

υ=
1
4

F1 F2

υ=
1
2

F1 F2
竖向0<a0<1.5 4-0.5a20 3.3+0.4a0 5.3-a20 4.4+0.8a0 8-2a20 6.9
扭转0<a0<1.5 5.1-0.3a20 0.5a0 5.1-0.3a20 0.5a0 5.1-0.3a20 0.5a0
水平0<a0<2 4.5-0.2a20 2.4+0.3a0 4.8-0.2a20 2.5+0.3a0 5.3-0.1a20 2.8+0.4a0
旋转0<a0<2 2.5-0.4a0 0.4a0 - - - -

表2 与F1、F2有关的数值

Table2 NumeralvaluesrelatedtoF1andF2

a0

1-υ
4 F1

υ=0 υ=
1
4 υ=

1
2

1-υ
4 F2

υ=0 υ=
1
4 υ=

1
2

0.1 1.0 0.99 1.0 0.83 0.84 0.86
0.3 0.99 0.98 0.99 0.85 0.87 0.86
0.5 0.97 0.95 0.94 0.87 0.90 0.86
0.7 0.94 0.90 0.88 0.89 0.93 0.86
0.9 0.90 0.84 0.80 0.91 0.96 0.86
1.1 0.85 0.77 0.70 0.93 0.99 0.86
1.3 0.79 0.67 0.58 0.95 1.02 0.86
1.5 0.71 0.57 0.44 0.97 1.05 0.86

  莱斯默经过研究,再作简化,大致如下。
式(9)可写为

Kd=Gr0F1=
4Gr0
1-υ

·1-υ
4 F1 (12)

  又由式(2):   ω=
a0

r0
G
ρ

则式(7)为

c″
z=r20 ρGF2=

4
1-υ

·r20 ρG·
1-υ
4 F2 (13)

  式(12)中,因等式最右边第一个因子为静刚度,
第二个因子可视为修正系数。从表2可知,当a0 小

即低频时,(1-υ)F1/4≐1,可得静刚度

Kz=
4Gr0
1-v

(14)

  或在式(12)右边第1个等式中,当 (见表1竖

向)a0=0,又当υ=0、0.25及0.5,则Gr0 的系数为4、

5.3及8,系数的通式可写为4/(1-υ),亦得式(14)。
又从表2中,在中频时可取0.3<a<0.8(在此

范围之外离开了共振区,阻尼作用不大),因而可取

(1-υ)F2/4≐0.85,从而由式(13)可得

c″
z=
3.4r20 ρG
1-υ

(15)

因而阻尼比

ζz=
3.4r20 ρG

1
1-υ

2 m·4Gr0
1
1-υ

=
0.425
Bz

(16)

Bz=
1-υ
4 b=

1-υ
4
·m
ρr3

(17)

式中:b为质量比;Bz 为修正质量比。
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其他振动可以此类推,见文献[6]。

2.2 刚度分析

2.2.1 刚度分类

根据上文推导,刚度有三种:一是复刚度,即与

阻尼有关的动刚度,有 F1、F2(见表1);二是动刚

度,与阻尼无关,因已归入阻尼项内,只有F1,无
F2;三是静刚度,其在低频,F1 中的a0≒0,只与泊

松比即土质有关。现对静刚度式(14)推导如下。
对半无限体面上受匀布压力,在不同形状面积

上的平均竖向位移ω 见文献[11]中式(212),即

ω=
mP(1-υ2)

E A
因而有

Kz=
P
ω =

E A
m(1-υ2)

式中:P 为总静载荷;A 为载荷面积;m 为因子。当

面积为圆形、方形及矩形边长比为1.5、2、2.5时,m
=0.96、0.95、0.94、0.92及0.90。

由于A=π·r20,r0 为圆半径,对于矩形则为等

效半径:r0= A/π,又E=2(1+υ)G,因此可得

Kz=βGr0
1-υ2

式中β=3.545/m,对应于m,β=3.69、3.73、3.77、

3.85、3.94。对β取整数为4,即得本文式(14)。

2.2.2 动、静刚度的关系

此关系在上述分类中已说明,在文献[12]中另

有论述,用地基弹性模量E 表示,现略作补充。
(1)静刚度为

Kz=
4Gr0
1-υ=

1.128E A
1-υ2

(18)

A 为基础底面积。相应静刚度系数为

Cz=
1.128E

(1-υ2) A
=k E

A
(19)

式中:

k=
1.128
1-υ2

(20)

  当υ=0、0.25及0.5时,即与土质有关,则

k=1.128、1.203及1.504。
(2)动刚度为

Kd=Gr0F1=
E A

2 π(1+υ)
F1 (21)

相应动刚度系数为

Cd=
Kd

A =
E

2 π(1+υ) A
F1 (22)

  在F1 中,当a0=0,则Cd 为静刚度Cz;又由表

1竖向振动,当υ=0、0.25及0.5,则F1=4、5.3及

8;再由式(22)可得出式(19)的Cz 与式(20)相同的

k值。
(3)上述的地基弹性模量E 对应于弹性应变,

不考虑土的残余变形,远小于土的总应变,因此E
远大于考虑总应变的变形模量E0或压缩模量ES,
可用于动力基础计算。因此E 值的选择很重要,若
选用不当,则计算结果差别很大。

(4)动、静刚度之比为1-υ
4 F1≤1,见表2。因

此动刚度小于静刚度,随α0 即ω 及υ增加,其比值

变小,表2中右下角与左上角两值之比已达0.44。

2.3 参振土质量

F1 可表示为[13]

F1=ξ1-ξ2α20 (23)

  因 Kd=Gr0F1=ξ1Gr0-ξ2α2Gr0,用式(2)代
入并对式(3)再微分,可得

Kd=ξ1Gr0+ξ2r30ρ̈Z/Z (24)

  由式(6)(不考虑内阻尼)单自由度振动方程为

m̈Z+ ρGr20F2̇Z+KdZ=Q (25)

  用式(24)代入式(25),则有

(m+ξ2r30ρ)̈Z+ ρGr0F2̇Z+ξ1Gr0Z=Q
(26)

  当α0≐0,则ξ1≐F1。
故式(26)等号左边第3项为:

ξ1Gr0Z ≐
4Gr0
1-υ

·1-υ
4 F1Z

  查表2,当α0≐0,则
1-υ
4 F1≐1。故ξ1Gr0Z≐

4Gr0
1-υZ=KzZ,Kz为静刚度。

相应的式(26)为

m'̈Z+ ρGr0F2̇Z+KzZ=Q (27)
式中

m'=m+Δm
Δm=ξ2r30ρ

(28)

  当υ=0、0.25、0.5,由表1竖向振动,得ξ=0.5、

1.0、2.0。

m 为基础块体质量;Δm 为参振土质量,或称附

加质量,与文献[4]中式[26(c),(b),(a)]相同,该

式由共振得出。
相应自振频率
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ωn =
Kz

m+Δm
(29)

  为更直观分析,假想参振土折算厚度为h',底
面积A 为圆形时,则

h'=
Δm
Aρ

=0.318ξ2r0 (30)

  对于底面积A 为矩形bd,则

h'=0.18ξ2 bd (31)

  为了表示与原质量m 的关系,可设质量附加系数

ψ=
m'
m =1+

Δm
m

(32)

  在文献[14]附表Ⅱ-1中亦有质量附加系数,其
中附表Ⅱ-2为求阻尼比,需用质量比

b=
m
ρr30

(33)

  现举例如下:已知基础底面积bd 为10m×14
m,r0=6.68m,m=1380t,ρ=1.9t/m3,υ=0.25,
试求参振土质量。

解:由式(30),可得h'=2.12m。
因Δm=h'Aρ,亦可由式(28)直接得出。
当υ=0.25,故Δm=566.3t,ψ=1.408(1.257)。
相应Bz=0.644,ξz=0.529(0.544),

又ωn=0.0227 Kz(0.0240 Kz)
括号内按文献[14]附表Ⅱ-1,2得出,在此b=

2.44,因其用博罗达契夫解[15-16]而较精确。由于两

者接近,当无该附表时,似可用式(28)直接计算,
其误差不大。

在莱斯默比拟法中使用了静刚度 Kz,可将 m
改m'以作修正,文献[14]也说明使用静刚度时,要
用参振土质量配套。

因在莱斯默比拟法中未考虑参振土质量对地基

阻尼比的影响,在下文5.3节将不考虑其影响的阻

尼比(本例为0.627)折减,因为折减系数已包括此项

因素。如果考虑则阻尼比偏小(本例为0.529),应相

应提高折减系数。

3 比拟法结果汇总

竖向、滑移、摇摆及扭转的计算公式详见文献

[14]或文献[17]的汇总表,现从略。

4 两种理论的结合

目前动力基础的计算有两种理论,即质弹体系

和半空间体系。两者都建立在地基弹性之上,在弹

性范围内地基弹性变形大致与作用力成比例。

质弹体系计算模型较为简单,把地基直接当作

无质量弹簧,设计计算也简单,便于使用。但该模型

未考虑振波传播的影响,许多矛盾不便解释。同时

其计算参数即阻尼比和刚度需由试验给出,虽是缺

点,但也可参考规范或有关资料得出,因而具有灵活

性[13],容纳来自实践总结的经验,接受半空间理论

的某些结果。
半空间理论把地基当作半无限体考虑,有着严

格的力学分析和数学运算。该理论切合实际,考虑

了振波在土中的传播作用,许多问题能得到解释。
特别是与质弹体系等效比拟之后,由于波能的消耗,
提出了辐射阻尼,这是一个重大贡献,其经济效益很

大。在此之前由于力学分析、数学运算极为复杂,半
空间理论长期以来的实用性不强,后来等效为质弹

体系,利用了质弹体系的灵活性才迅速发展。从此

两者结合起来,其振动公式以质弹之形表半空间之

实。当然半空间理论也存在问题,由于假定土体为

匀质,各向同性,波速不反射、折射。但实际上土体

远非匀质、同性,且存在分层,使波速反射和折射,减
小了能量消耗,同时也减小了阻尼。同时比拟法中

以静刚度代替动刚度,未考虑参振土质量的影响,以
及对匀质半空间理论应按非匀质进行修正问题等尚

待解决,但这些属于近似程度问题,对其大方向无影

响,不能因此否定该理论。总的来说,将两者结合,
通过实践不断修正,希望今后能得到一个较完善的

等效质弹体系。

5 两个振动台基础试验的启示

由上所述,地基动参数即阻尼比与刚度的取用

很重要,因理论计算复杂,可用试验确定。从下面的

试验我们可以得到启示。

5.1 北京某大学液压振动台基础

试验设备从国外引进,基础由试验人员自行设

计。该基础建于1983年,地基为粉质黏土,承载力

为150kPa。因接建而旧基础浅,不能深挖而用桩

基。参照当时规范[18]取阻尼比ξ=0.2。建成后在

设备安装之前,用械式偏心块激振器激振,发现测得

线位移远比按规范计算的小,峰点振幅也小得多,说
明阻尼比取小了。后来用振动台的激振器分别作

定、变 扰 力 激 振,用 双 峰 法 分 析,得 出 阻 尼 比

ξ=0.52,比规范的大。其后每隔几年跟踪测试多

次,阻尼比变化不大。

5.2 北京某车辆研究所大型液压振动台基础

试验设备亦从国外引进,有十多个激振器,总扰
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力在2000kN以上,频率为0~100Hz。基础建于

1989年,地基为中风化砾岩层,承载力为500kPa。
在设计准备阶段(即1987年),根据上条经验知道规

范[18]的阻尼比过小,因此经计算包括埋深提高为

0.18,基础为18m×24m×5m(h),钢筋混凝土用

料为2004m3,相应工房跨度为24m。为了突破规

范,提高阻尼比,在现场就近做了大量测试工作。
(1)先做大模块3m×4m×1.5m(h)试验,用

大扰力机械式偏心块激振器激振;
(2)用质量100kg的铁球,以落程2.2m作冲

击,作瞬态与稳态对比;
(3)在基础底面下埋传感器测土层响应;
(4)用跨孔法测波速,钻3个深8m的孔,一孔

激振,另两孔接收,得出纵、横波速,泊松比及剪切模

量。为了验证,后又由另一测试单位在室内台基础

旁钻3个孔测波速,两者结果接近。其中得到ζz 为

0.4,换算至设计基础为0.5,相应基础为11m×16
m×5m(h),用料为994m3,相应跨度为18m。用

料大为减少。
由于从国外引进,并经去国外考察,该基础最终

用半空间比拟法设计,阻尼比为0.95,约大一倍;地
基刚度也很高,基础为10m×14m×5m(h),用料

为544m3,更为经济。后于1992年用振动台的激

振器分别作定、变扰力激振,用双峰法分析,得出ζz

为0.51,与模块换算值接近,说明比拟法的ξz 值太

大了。之所以安全,在于地基刚度高。这又说明我

国规范的地基刚度偏低,有待提高。
由于该振动台很大,基础设计倍受业内人士关

注,特别是在国内首先用了半空间理论,基础又小,
受到不少质疑。大约几年后,文献[19]根据上述经

验,也用半空间理论设计某大型压力机基础,改版了

按当时规范手册用阻尼比为0.139设计的施工图,
同样大为经济。而且将匀质半空间的阻尼比0.4(若
加内阻尼0.05则为0.45)修正为0.243,实测为

0.25,说明半空间的亦大。
根据这两个试验的启示,多年来测试了国内一

些液压台、大电动台基础及模块基础,有的还测试了

波速,用以计算阻尼比,与比拟法对比后发现半空间

比拟法的阻尼比确实过大,而我国规范的阻尼比则

过小。不过计算表明,当阻尼比大至0.6以后作用

较小,参见文献[20]图1,图中u=f/fn。

5.3 关于匀质半空间比拟法阻尼比的修正

阻尼比过大是由于假定土体为匀质。根据实

测、实例计算和国内外资料,以及匀质半空间自身的

缺点,可将其阻尼比予以折减,即考虑土体为非匀质

而作修正。现将竖向的说明如下。
(1)根据多年来对20多个振动台基础及模块

测试资料,用双峰法或多峰法分析的结果,折减的下

限约为半空间阻尼比的50%;
(2)文献[21]分析了很多土体测试数据,认为

若取下限,亦可取半空间的一半;
(3)文献[22]根据现场土层试验分析比较,半

空间的阻尼比为质弹体系的1.75~3.0倍,反之,后
者为前者的0.33~0.57。由于地基阻尼比不是很

小,文中用质弹体系求最大线位移公式忽略了阻尼

比平方,不免偏小,若位移略有增大,则为0.4~0.6,
平均为0.5,亦约为半空间的一半;

(4)过去模态测试多用于上部结构,最近我们

某合作单位用于某液压台基础,地基为土层,得出的

阻尼比较大,但比半空间的小;
(5)前苏联1979年的动力基础规范[23]对稳态

振动的地基阻尼比,经过大量实测对比,取本文半

空间式(16)的70%,并得出简化公式。即在Bz 中

取υ=0.3,取基础底面积A=A0(基准底面积)=

10m2,可得Bz=0.175p,相应ζz=0.7/p,p 为基

底平均压应力,以t/m2 计,此即该规范中式(12),

或改写为ζz=2/p,p 以kPa计。可见前苏联早

在30多年前已结合半空间理论提高了地基阻尼比,
而且幅度较高,可见于文献[24]中表2~5,或文献

[17]中表5.1.4。过去有人认为该式为经验公式,甚
至认为未用半空间理论,实属误解。1996年5月

14、15两天,俄国动力基础规范主编、半空间理论学

者В.А.Ильцчев院士在中国冶金建筑科学研究院

讲课,对此公式作了说明,文献[25]对此亦作介绍。
综上所述,可将半空间的竖向阻尼比总体折减

50%,相当于将苏联规范的取值再七折,更偏于安

全。这样切合实际,且更实用,并已应用于新编液压

振动台基础规范[28]。这提高了我国强振基础的地

基阻尼比,一般可省料一半以上,经济效益特别显

著。
在此补充一点,为了测试结果的可靠性,我们对

重要基础曾请两个单位对测;或前后多年由不同单

位跟踪测试,结果相接近。此外对于阻尼比的分析,
系用双峰法或多峰法分析,见文献[28]中4.2.10
条。

6 结语

关于动力基础半空间理论,虽早在国外流行,但
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我国长期以来深受前苏联巴尔坎等[29]的质弹体系

影响,几十年来处于研究状态,徘徊于低阻尼。设计

规范虽然形式上也有所引用,但折减过低,实质上仍

用小阻尼比。总的来说,是疑虑阻尼比取值大而不

安全。
本文从实用出发,重点在于阻尼比。首先说明

辐射阻尼的成因客观存在;然后说明大于0.6的影

响较小;继而通过一些试验,并参照国内外经验,适
当折减阻尼比以作修正,以增强其实用性。研究成

果已首先用于我国强振规范[28],由于引用文献[26]
的比例,水平回转等阻尼比亦可相应提高,与文献

[23]相似。希望今后通过更多的工程实践,对此进

行调整,包括地基刚度的提高,并全面应用工程实践

中。
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