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含方形凹陷半无限非均匀介质波动
问题FDM 模拟①

杨在林,孙 铖,王 耀,李志东
(哈尔滨工程大学航天与建筑工程学院,黑龙江 哈尔滨 150001)

摘要:采用规则网格有限差分方法对二维平面弹性波动方程进行差分离散,得到相应的弹性波动方

程的有限差分方程,再将弹性波动方程的差分格式与吸收边界、自由边界的离散形式结合形成弹性

波动方程有限差分方程解决问题的主体,将其应用于含方形凹陷半无限非均匀介质的模型中进行

数值模拟,得到此离散化模型中不同时刻不同节点的位移值。针对具体算例,运用上述方法结合科

学计算软件 MATLAB和结果后处理软件DIFEMISOLINEPLOTER得到不同时刻的水平方向

位移等值线图与接收器测量点处的合成位移记录,讨论非均匀介质、吸收边界、方形凹陷等对波动

特性的影响。
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MediumwithaRectangularDepression
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Abstract:Usingthefinitedifferencemethod,thetwo-dimensionalelasticwaveequationispro-
cessedtoobtainthefinitedifferenceequation.Then,thedifferentialelasticwaveequationformatis
combinedwiththeabsorbingboundaryandthediscreteformofthefreeboundary.Theelastic
waveequationfinitedifferenceequationisformedtosolvetheproblem.Usingthefinitedifference
equation,thedisplacementondifferentnodescanbeobtainedatdifferenttimesfortherectangle-
shapeddepressionofasemi-infiniteinhomogeneousmedium.Usingthefinitedifferenceequation
ofthetwo-dimensionalelasticwaveequationcombinedwiththescientificcomputationsoftware,

MATLAB,andthepost-processorsoftware,DIFEMISOLINEPLOTER,thedisplacementisoline
oftherectangle-shapeddepressionofthesemi-infiniteinhomogeneousmediuminthexdirection
canbeobtainedfordifferenttimes.Theeffectoftheinhomogeneousmedia,absorbingboundary,

andtherectangle-shapeddepressiononthewavecharacteristicsisanalyzednumerically.
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0 引言

波动在声学、电磁学、光学、地球物理学等领域

有着重要的理论意义与应用价值。例如在地球物理

学领域中,地震勘探(地震波勘探)是一种在石油工

业领域中应用极其广泛的勘探手段,其原理是通过

观测和分析地下介质密度与弹性模量的不同形成对

人工激励的不同响应,然后通过数值模拟得到的数

据合理地推断出岩层的岩性、构造等相关信息[1]。
随着科学技术的进步,现阶段地震波数值模拟主要

有三类方法:积分方程法、几何射线法、波动方程法。
其中波动方程法可以通过波动方程模拟出丰富的波

动信息,能更好地解释复杂地层弹性波的传播机理。
因此波动方程数值模拟在地震波模拟领域具有重要

价值[2]。
弹性波动问题的研究在数值方法方面已经发展

出很多的解法[3-9],其中有限差分方法是求解波动方

程等双曲型偏微分方程的最常用的数值方法之一,具
有运算速度快、编程简单等优点。通过推导得到弹性

波动方程的有限差分格式,以及初始条件及自由边

界、吸收边界的离散形式[10-12],然后通过有限差分方

程组的求解得到弹性波动问题的数值解[13-14]。

1 理论推导

1.1 波动方程的有限差分离散

假设弹性波在x-z 平面内传播,则其参数与y
坐标无关,取正应力分量σx=τxx,σz=τzz,剪应力

分量为εx=εxx,εz=εzz,剪应变分量为εxz。
平面问题的弹性动力方程为

σx,x +τxz,z =ρ̈ux -fx

τxz,x +σz,z =ρ̈uz -fz

(1)

几何方程为

εx =ux,x

εz =uz,z

γx,z =2εxz =ux,z +uz,x

(2)

本构方程为

T=CE (3)
上式中

T=(σx,σz,τxz)T

E=(εx,εz,γxz)T
(4)

弹性系数矩阵为

C=
c11  c13  c15
c13  c33  c35
c15  c35  c55

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

(5)

则

σx =c11ux,x +c13uz,z +c15(ux,z +uz,x)

σz =c13ux,x +c33uz,z +c35(ux,z +uz,x)

τxz =c15ux,x +c35uz,z +c55(ux,z +uz,x)
(6)

将式(6)代入式(1)并展开得

􀆟ux

􀆟x
(c11,x +c15,z)+

􀆟uz

􀆟z
(c13,x +c35,z)+

(􀆟ux

􀆟z +
􀆟uz

􀆟x
)(c15,x +c55,z)+c11

􀆟2ux

􀆟x2 +

2c15
􀆟2ux

􀆟x􀆟z+c55
􀆟2ux

􀆟z2 +c15
􀆟2uz

􀆟x2 +

(c13+c55)
􀆟2uz

􀆟x􀆟z+c35
􀆟2uz

􀆟z2 =ρ̈ux -fx

􀆟ux

􀆟x
(c15,x +c13,z)+

􀆟uz

􀆟z
(c35,x +c33,z)+

(􀆟ux

􀆟z +
􀆟uz

􀆟x
)(c55,x +c35,z)+c15

􀆟2ux

􀆟x2 +

2c35
􀆟2uz

􀆟x􀆟z+c35
􀆟2ux

􀆟z2 +c55
􀆟2uz

􀆟x2 +

(c35+c55)
􀆟2ux

􀆟x􀆟z+c33
􀆟2uz

􀆟z2 =ρ̈uz -fz (7)

  基于规则网格的八节点显式差分格式(图1)。

图1 八节点规则网格示意图

Fig.1 Diagramofregulargridwitheight-node

  令x 方向上位移为μ,z 方向上位移为ω,可以

得到弹性波动方程的有限差分格式:

μn+1
0 =

Δt2

ρ
Lμ(μn

0,ωn
0)+2μn

0-μn-1
0 +

Δt2

ρ
fx

ωn+1
0 =

Δt2

ρ
Lω(μn

0,ωn
0)+2ωn

0-ωn-1
0 +

Δt2

ρ
fz

 (8)

式(8)中
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Lμ(μn
0,ωn
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n
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  式(8)是二阶精度的三层显示差分格式,t=Δt(n
=1)时刻将产生虚拟位移μ-1

0 ,为了消除虚拟位移,

引入二阶精度的二阶差分格式计算此时刻位移μ-1
0 ,

设初始条件为g0
0:

μ1
0-μ-1

0

2Δt =g0
0 (10)

  将式(10)与式(8)联立,消去μ-10 可得到初始条

件的离散格式:

μ1
0=

Δt2

2ρ
Lμ(μ0

0,ω0
0)+μ0

0+Δtg0
x +

Δt2

2ρ
fx(11)

  同理可以求得离散初始条件ω1
0

ω1
0=

Δt2

2ρ
Lω(μ0

0,ω0
0)+ω0

0+Δtg0
z +

Δt2

2ρ
fz(12)

  将上面推导出的差分公式和初始-边值离散条

件结合,可逐层推算出整个求解域的位移波场值,进
而能够进一步得到拥有复杂界面的非均匀各向异性

介质弹性波场。
出平面波动方程形式为

ρ
􀆟2uy

􀆟t2 -fy =
􀆟τyz

􀆟z +
􀆟τxy

􀆟x
(13)

可得到出平面波的格式:

uy(i,j,n+1)=2uy(i,j,n)-uy(i,j,n-1)+
Δt2

ρ
fy+

GΔt2

ρ
(uy(i,j+1,n)+uy(i,j-1,n)-2uy(i,j,n)

Δz2 +

uy(i+1,j,n)+uy(i-1,j,n)-2uy(i,j,n)
Δx2

(14)
式中uy(i,j,n)表示t=n 时刻的坐标x=i,z=j
处的节点位移。通过与初始-边值条件联立,可以求

得各个时刻各个节点的出平面波的波幅。

1.2 自由边界和吸收边界

以水平方向上的自由边界为例,为了求解自由

边界上的相关位移,可以在自由边界上面再附加一

层虚拟的边界点,通过相关式子用已知参数代替虚

拟点的参数,再带入弹性波动方程有限差分方程中,
从而求得自由边界上的相关参数。由自由边界上具

有垂直于自由边界的应力为零这一特性,可知:

σz =c13εx +c33εz =0
τxz =c55γxz =0

(15)

  通过中心差分方法,将应力方程离散化,得到离

散方程:

σz =c13(μ
5-μ1

2Δx
)+c33

ω3-ω7

2Δz
æ

è
ç

ö

ø
÷=0

τxz =c55
ω5-ω1

2Δx
æ

è
ç

ö

ø
÷-c55 μ3-μ7

2Δz
æ

è
ç

ö

ø
÷=0

(16)

  对于水平的自由边界,7点的相关位移可以用

其他点代替。同理,8、6点的位移也可以表示出来,
三点的差分格式为:

ux(i,j-1)=
Δz
Δx
[uz(i+1,j)-    

      uz(i-1,j)]+ux(i,j+1)

uz(i,j-1)=
c13
c33

Δz
Δx
[ux(i+1,j)-    

      ux(i-1,j)]+uz(i,j+1)

ux(i-1,j-1)=
Δz
Δx
[uz(i,j)-    

      uz(i-2,j)]+ux(i-1,j+1)

uz(i-1,j-1)=
c13
c33

Δz
Δx
[ux(i,j)-    

     ux(i-2,j)]+uz(i-1,j+1)

ux(i+1,j-1)=
Δz
Δx
[uz(i+2,j)-    
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     uz(i,j)]+ux(i+1,j+1)

uz(i+1,j-1)=
c13
c33

Δz
Δx
[ux(i+2,j)-    

     ux(i,j)]+uz(i+1,j+1)(17)

  吸收边界采用 Higdon人工吸收边界条件,其
二阶吸收边界差分算子为:

B̂(Ex,E-1
t )=∏

2

i=1
βi
1-E-1

t

Δx
æ

è
ç

ö

ø
÷ (1-α)I+αEx[ ] -{

c Ex -I
Δx

æ

è
ç

ö

ø
÷ (1-b)I+bE-1

t[ ] } (18)

  对其进行差分离散、归纳,可以得到吸收边界上

的波场值表达式。弹性波动方程有限差分方程、自
由边界、吸收边界与初始-边值条件结合,从而能够

对问题进行求解。

2 稳定性分析

基于二维均匀介质中的显式格式的谱分析方法

得到稳定性条件,可以表示为:

υPΔt
1

Δx2+
1

Δz2 <
1 (19)

式中υP 表示纵波波速;Δx、Δz 分别表示x、z 方向

上的空间步长。由式(19)可知,稳定性条件与横波

波速无关。通过数学方法可将此关系推广到非均匀

质的规则网格差分格式中,其更一般形式为:

Δt
􀭴cmax

ρmin

1
Δx2+

1
Δz2 <

1 (20)

式中ρmin是非均匀介质的最小密度值;􀭴cmax是c11和
c33中的最大值。

3 算例分析与讨论

3.1 模型的建立

设模型尺寸1500m×500m,震源位于(490
m,190m)处,震源函数为

f(t)=-2ξ(1-2ξT2)e-ξT2 (21)
式中,F0 表示脉冲中心频率,大小为20Hz;T=2.5
t-ts(ts=1.5/F0)为时移参数;ξ=F2

0/0.1512表示

脉冲宽度。在 (845m,55m),(1145m,55m),
(1445m,55m)处设立观测点。研究对象的材质

为石英岩,取泊松比变化范围为0.08~0.25,拉压弹

性模量变化范围为60~200GPa,质量密度变化范

围为2640~2710kg/m3,设研究对象的相关系数

是竖向线性变化的,有限差分离散模型如图2所示,
相关系数设置如表1所示。

图2 模型网格划分示意图

Fig.2 Meshofthemodel

表1 模型规则网格差分与非均匀介质相关系数

Table1 Coefficientsofmeshandinhomogeneousmedium
参数名称 参数值

时间步长/s 0.0001
介质密度/(kg·m-3) 2640+z×7/50
拉压弹性模量/GPa 60+7×z/25

泊松比 0.08
x 方向空间步长/m 5.0
z方向空间步长/m 5.0

计算步数 2600

3.2 波场位移的等值线图

由不同时刻的水平方向位移等值线图(图3)可
以发现,波传播到方形凹陷时将发生反射与散射。
在非均匀介质中波在不同位置的传播速度不同,因
此在震源上下方向呈现出不对称性;同时介质的弹

性系数矩阵和密度不同,在距震源相同距离的上下

位置处位移响应值也不同;波在吸收边界处的吸收

效果较理想,说明二阶 Higdon吸收边界适用于非

均匀介质波动问题的求解。

3.3 接收器测量点处的合成位移记录

通过接收器记录的数据(图4)可以发现,以x
方向位移为例,波在具有方形凹陷的介质里传播时,
方形凹陷能对凹陷后方波的幅值产生一定的削弱作

用。这说明在建筑物的选址过程中,需要考虑周边

凹陷地形(例如沟壑、湖泊等)对建筑物抗震性能的

影响。

4 结论

本文是基于弹性波动理论,通过有限差分数值

方法将弹性波动方程离散化得到相应的有限差分计

算格式,结合初始-边值条件,求得各点在各个时刻

的波场位移值,通过对计算结果进行分析,可以得到

以下结论:
(1)通过观察波在吸收边界处的吸收效果,发

现在适当的条件参数下,二阶 Higdon吸收边界在

非均匀介质波动问题的求解方面具有较好的效果,
说明该人工边界能够适用于非均匀介质波动问题。
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图3 水平方向位移等值线图

Fig.3 Displacementcontourmapinhorizontaldirection

(2)波在具有方形凹陷的介质里传播时,方形

凹陷能对凹陷后方波的强度产生一定的削弱作用。
这对优化建筑选址、提高建筑物抗震能力具有一定

的参考价值。
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