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摘要  多重网格方法通过在疏密不同的网格层上进行迭代 以平滑不同频率的误差分量 ∀具有收敛速度快 !精度

高等优点 是现有计算工作量最少的算法之一 ∀文章介绍了多重网格方法的原理和具体实现方案 将其用于卫星

云图资料的变分同化中 并与超松弛迭代法作了比较 ∀结果表明采用多重网格法 有助于提高同化效率 ∀
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引言

资料同化在数值预报中的重要性正受到越来越

多的关注 引入分辨率较高的卫星探测资料来弥补

常规观测网的不足 已成为当前提高数值预报准确

率的一个重要途径 ∀目前资料同化多采用变分方

法 这就需要解一类椭圆型方程 ∀传统的数值求解

过程首先要将问题离散化 然后采用迭代法来求解

通常在离散化和求解过程中无相互作用≈ 其收敛

速度往往较慢 影响到模式的预报时效 ∀

多重网格方法根据方程连续解与离散解之间的

误差估计 不断调整迭代格距以达到既满足精度要

求 又节约计算工作量的目的 ∀其基本思想最早由

ƒ ≈ 于 年在用迭代法解椭圆差分问题

时提出 并就规则区域上的 ° 方程研究了该方

法的收敛性 ∀之后经 !ƒ∏ 等人≈ 的共

同努力 证明了它的 η 网格层 无关收敛性以及其

计算量是与离散未知量成正比的 从而确认了多重

网格法是一个渐进最优算法 ∀目前 多重网格思想

在国际上开始为广大科技工作者接受 它和有限差

分法及有限元法相结合 已成为求解线性和非线性

偏微分方程非常有效的方法 ∀国内对于多重网格方

法的研究较少 刘卓等≈ 曾将其用于加速自适应网

格的生成 取得了较好的效果 ∀

本文介绍用于求解非线性方程的多重网格迭代

法 将其用于卫星云图资料的变分同化中 以提高同

化效率 延长模式预报时效 ∀

 多重网格法的原理和实现方案

.  多重网格法的基本思想

研究表明 迭代法的收敛速率与计算的网格距

有关 在一个均匀的 !各向同性的固定网格上 应用

带有标准 点有限差分星形松弛方案 每次迭代能

使误差的高频分量减小到原来的 然而其低频

分量则减弱得非常缓慢≈ ∀事实上 任何在单层网

格中进行的迭代法 除了开头几次迭代之外 其收敛

速度都是很慢的 而且随着迭代次数的增加会越来

越慢 ∀我们可以将差分方程的精确解与迭代几次后

得到的近似解之间的差用傅立叶级数来表示 也就

是说误差可分解为许多具有不同/波长0的分量 ∀在

单层网格迭代法中 迭代过程能有效地削减/波长0

与网格距同一量级的那一部分误差分量 对于频率

更低即/波长0更长的那些分量 由于每一步松弛迭

代只涉及到计算点临近几点的数值 迭代格距相对

此误差分量的/波长0来说又过小 因而不能有效地

削减这一部分误差分量 ∀其结果是在削减了/波长0

与网格间距同量级的误差分量之后 收敛速度就变

得越来越慢 ∀

如果在求解过程中 用一系列逐步加密或减疏的

网格去离散求解区域 在不同疏密的网格层上用迭代

法求解 以平滑不同频率的误差分量 然后通过网格

层间的适当联系将在所有各重网格上消除误差分量
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的效果综合起来 就可以将所有尺度范围内 从整个

定义域到最小的迭代步长 的误差分量有效地减弱

这就是多重网格法的基本思想 ∀对多重网格方法优

点的一种最直观的理解是 为了在第 κ层中得到方程

的解 可以先将方程离散在第 κ 层中进行松弛迭

代 然后插值回到第 κ层中作为方程在 κ层中的近似

解 ∀由于在 κ 层中的迭代格点数要比第 κ层中少

得多 从而节省了计算时间 同理 κ 层中的近似解

可得自于 κ 层 依次类推直到 κ 层 ∀在数学上

表现为针对如下形式的椭圆型方程

Θ − βΘ = Ρ ( )

能对其寻求形为

Λυ = φ ( )

的解 ∀式中 Λ为对式( ) 进行有限差分近似而形成

的离散线性算子 , υ是该问题的精确解 , φ是一个随

机强迫项 ∀如果用 ϖ来表示 υ的近似值(初猜值) , δ

表示其偏差 ,则有

υ = ϖ + δ ( )

定义剩余

ρ = φ − Λϖ ( )

用来衡量 ϖ未能满足局地线性算子的程度 ∀由式( )

求得 ϖ的表达式后代入式( ) ,并利用 Λ的线性性

质及式( ) ,可得到

Λδ = ρ ( )

可见偏差 δ满足解为 υ的同一方程 ,问题转化为

由式( )求解 δ ,若 δ得解则可据式( )计算出 υ ∀

.  多重网格法的实现方案

多重网格迭代法从最细网格层上的初猜值 ϖ开

始 ,用松弛法进行迭代直到收敛速度变慢 ,这时相对

于此网格距来说小尺度的误差已大多被平滑掉了 ,而

大尺度的误差只是稍微有所减弱 ∀为了使收敛加速 ,

应使用较粗的网格 ,这时须把剩余 ρ转移到下一层较

粗的网格上 ,迭代求解式( ) ,当收敛速度变慢时再将

剩余 ρ转移到下一层更粗的网格上 ∀这一过程将持续

到将剩余转移到最粗的网格层上 ,然后在最粗的网格

层上精确求解式( ) ,之后将求得的偏差 δ 内插到上

一层较细网格上并加到 ϖ上 ,便可得到在此网格层上

一个经改进后的 υ的近似值 ∀反复循环进行这一过程

直到求得最细网格层上 υ的精确值 ∀

在构造实用的多重网格算法时 ,以下分量的选

择值得注意 :网格剖分方案 !每一网格层上的松弛方

法 !判断收敛速度变慢的标准 !用于将细网格层上的

函数映像到粗网格层上的限制操作数 ,以及用于把

粗网格层上的函数映射到细网格的插值操作数 ,目

前对这些量的选择还缺乏一般的准则 ∀

本文在实现多重网格迭代方法时采用标准倍格

距网格剖分法 ,即每增加一个网格层时 ,令分辨率增

加一倍 ,在各网格层上的松弛方案采用超松弛迭代

≥ 法 ∀

计算每次迭代后全场各网格点上的剩余 ,挑出

其中最大的一个 ,将前后两次迭代求解所得的最大

剩余之比用 ∆表示 ,如在第 κ层网格上进行 π次迭

代后计算 ∆时的表达式为 :

∆ =
+ ¬(φ

κ
− Λκυκπ) +

+ ¬(φ
κ − Λκυκπ− ) +

若 ∆大于或等于某个小于 的常数 ,则认为收敛速

度变慢 ,本文经试验取 ∆的值为 . 效果较好 ∀

关于限制操作数 Ι Ηη 及插值操作数 ΙηΗ ,采用文献

[ ] 的研究成果 :

Ι Ηη =

  

  

  

 ΙηΗ =

  

  

  

依上述方案分别设计了二重 !三重 !四重网格迭

代法 ∀为便于比较各重网格方案与 ≥ 方法的迭代工

作量 ,定义多重网格法的工作量或折合迭代次数为

Ω = ρ
Μ

κ=
[ Νκ/ ( Μ− κ)] ,其中 Ν为第 κ层网格上的松

弛次数 ,由于第 κ层的网格点数为最密层( Μ层) 的

Μ− Κ ,因而 Ω相当于将工作量都折合至最密层来计

算[ ] ,所设计多重网格迭代法的计算流程如图 ∀

图  多重网格法计算流程图
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 多重网格法与 ΣΟΡ 方法在云图资料变分同化中

的比较试验

.  卫星云图资料变分同化的基本原理

由于卫星云图反映的是各层云分布的总效果

同化时先要将其反演为模式变量 如湿度场 并进

行质量控制 以剔除其中不合理的奇异点 然后将其

与常规观测得到的资料场统一起来 ∀目前同化多采

用变分法 所谓变分法就是求泛函极值问题 用于资

料同化 其基本原理就是使满足一组约束条件的分

析场的泛函在最小二乘方的意义上达到最小 ∀

常规观测资料虽然分辨率不高 但其值较精确

卫星反演资料具有较高的时空分辨率 空间点之间

的强弱变化关系也较精确 但它的值存在系统性偏

差 须进行修正 ∀因此可针对这种特性寻找一分析

场 Θ ,使它的值接近常规场 Θρ的值 ,梯度接近非常

规场 Θσ的梯度 ,于是可构建如下泛函[ ] :

Ι[ Θ( ξ , ψ)] = ΘξΘψ
[ Α( Θ − Θρ) + ρξ( ξ Θ −

ξ Θσ) + ρψ( ψΘ − ψΘσ) ] ξ ψ ( )

其中 Α, ρξ , ρψ为变分系数 ,其极小的边界条件为

∆Θ | # = 及 Θ | # = Θρ ,根据不动边界泛函极值

化为欧拉方程的方法 ,可得式( ) 的欧拉方程为 :

Α( Θ − Θρ) − ρξ( ξ Θ − ξ Θσ) −

ρψ( ψΘ − ψΘσ) = ( )

假定所考虑的场各向同性 ,即 ρξ = ρψ = ρ ,并记
Α
ρ

= β且 β > , Θσ −
Α
ρ
Θρ = Ρ( ξ , ψ) ,则有

Θ − βΘ = Ρ ( )

式( ) 即为赫姆霍兹方程 ∀

.  试验设计

取 年 月 日 × ≤ 由常规探空

资料分析得出的 ° 相对湿度场 Θρ以及同时

刻卫星云图反演得到的相对湿度场 Θσ ,求解式

其迭代公式为

Θ(ν+ )
ι , ϕ =

Ξ

Α + ρ(
µ ι , ϕ

∃ξ
+

µ ι , ϕ

∃ψ
)

[ ΑΘρι , ϕ + ρ(
µ ι , ϕ

∃ ξ
) #

( Θ(ν)
ι+ , ϕ + Θ( ν)

ι , ϕ+ + Θ( ν+ )
ι− , ϕ + Θ( ν+ )

ι , ϕ− ) −

ρ(
µ ι , ϕ

∃ ξ
)( Θσι+ , ϕ + Θσι− , ϕ + Θσι , ϕ+ +

Θσι , ϕ− − Θσι , ϕ)] + ( − Ξ) Θ(ν)
ι , ϕ ( )

式( ) 中 ν 为迭代步长 , µ 为地图放大系数

投影) ,试验时选取变分系数 Α = . , ρ =

,松弛系数 Ξ = . 本文采用 ° 机型

内存 ∀

.  试验结果分析

图 和图 给出了在不同计算格点条件下 所

设计的多重网格迭代法与 ≥ 迭代法在同等精度

下的迭代工作量和迭代时间 ∀从中我们能很直观地

看出

在相同的误差允许条件下 多重网格方法所

用迭代次数和迭代时间都明显少于 ≥ 方法 ∀

随着迭代精度 !计算格点数和迭代网格层的

增加 多重网格方法收敛速度快 !计算量少的优越性

表现得更为明显 ∀

图  多重网格法 二重 细实线 三重 虚线 四重 点线 与 ≥ 迭代法 粗实线 比较

Ε为误差 迭代格点 ≅ 下同
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图  多重网格法与 ≥ 迭代法比较

迭代格点 ≅ 其他说明同图

 结论和讨论

本文针对目前资料同化中采用传统单层网格迭

代法收敛速度较慢的特点 提出用多重网格迭代方

法来加速同化求解过程 ∀介绍了多重网格方法的原

理和具体实现方案 将其应用于卫星云图资料的变

分同化中 并与 ≥ 方法进行了比较试验 ∀发现在

同样的误差条件下 采用多重网格方法所耗计算量

和计算时间均明显少于 ≥ 方法 而且随着迭代精

度的提高 !计算格点数和迭代网格层的增加 其收敛

速度快 精度高的优越性表现得更为显著 ∀试验表

明 将多重网格迭代方法引入卫星云图资料的变分

同化中 有助于提高同化效率 ∀

目前 多重网格方法的应用在国内还处于起步

阶段 ∀传统的网格剖分多采用倍格距方案 对迭代

求解区域的网格点数有一定的要求 这限制了它的

应用领域 因此需要探讨一种新的通用的网格剖分

方案 ∀另外 用于网格层间数据传送的控制函数的

优化 每一网格层上采用的松弛方法以及收敛标准

的选择 都需要进一步研究 以更好的提高求解效

率 ∀
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