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一 种改进的 Delaunay三角网生长算法 
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摘 要 ：针对 Delaunay三角网生长算 法构 网效 率不高 的 问题 ，引进逐 点插入 法 中的凸壳技 术，利 用凸壳作 为 

初始 多边形构建 Delaunay三角 网；在搜 索前 ，按一定规 则对 搜 索范 围进行 限制 ；在搜 索三角形 的第 3点时，采用 直 

线方程正负区域进行判别。测试结果表明，改进的算法在构网效率上有明显提高，在精度方面也有一定的改善。 
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引 言 

不规 则 三 角 网 TIN(Triangular Irregular Net— 

work)是数字地面模型 DTM(Digital Terrain Mode1) 

的一种重要的表述形式。在 图像处理等领域 ，通常 

不规则三角 网 TIN由离散数据点集 的地 图数 据生 

成。在现 有 的三 角 网 中，Delaunay三 角 网 因具有 

“空外接圆”和“最小内角最大”性质而被广泛使用。 

1908年 ，Voronoi首先在数学 上定义 了二维平 

面上 的 Voronoi图⋯。1934年，Delaunay由 Voronoi 

图演化出了更易于分析应用的 Delaunay三角网 ： 

由连接所有相邻的 Voronoi多边形的生长 中心形成 

Delaunay三角网。 

依据 Delaunay三角网的实现过程 ，构建 Delau— 

nay三角网的算法总体可分为 3类 ：Shamos和 Hoey 

提出的分治算法 、Lawson提出的逐点插入法 及 

Green和 Sibson提出的三角网生长算法 。3种算 

法 中，分治算法构网速度快 ，但采用递归 的方法 ，占 

用的内存大，数据预处理及优化的工作量大；逐点插 

入法实现简单，占用的内存空问小，但运行速度慢； 

三角网生长算法构网精度高 ，但算法复杂。 

本文通过引进凸壳技术等方法，从构网效率和 

精度两个方面对上述三角网生长算法进行改进。 

1 三角网生长算法 

Brassel和 Reif|6 于 1979年提出的三角 网生长 

算法的思路是 ，首先找 出离散点集 中距离最短 的两 

点 ，连线成为 Delaunay三角网的初始基线 ；按 Delau— 

nay三角网的判别法则 (即它 的两个基本性质)，然 

后找出第 3点 ，第 3点应位于基线右侧 ；连接新点与 

原来两点形成两条新边 ；然后再找出包含此两边的 

另外两个 Delaunay三角形的第 3点 ；依次循环处理 

所有新生成的边 ，直到所有点都成为 Delaunay三角 

网的点。 

三角网生长法的优点是占用内存空间较小．但 

时间效率较低 ，算法 的大部分计 算时间均花在搜索 

符合要求的给定基线 的领域点过程 中，也就是对于 

“第 3点”的搜索。而 目前各种不同的生长算法也 

多在搜索“第 3点”上做文章 ，以期减少搜索时间 

来提高效率。如 Mc Cullagh和 Ross 通 过把点集 

分块和排序改进了点搜索方法。 

2 改进算法思路 

经过剖分的三角网，需要满足 3点基本要求。 

①唯一性：三角网是唯一的。 

②空圆特性：保证最邻近的点构成三角形，即三 

角形的边长之和尽量小 ，且三角形 的内接 圆中不包 

含其他三角形的顶点。 

③最大最小内角特性：三角形的最小内角尽量 

最大，即三角形尽量接近等边。 

由第②特性和第③特性可知，三角形的最小内 

角越大越好 ，仅使用最邻近的 3个点组成三角形，这 
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就为限制搜索范围提供 了可能。同时在不考虑三角 

网边界约束点的情况下 ，所构建 的三角 网模型周边 

的三角形 比较狭长 ，地形描述能力显著下降 ，这就是 

原算法对边界点 的忽略所致 。 

针对原算法忽略边界约束点而导致三角网模型 

出现狭长三角网的缺点，改进算法引进逐点插入法 

中的凸壳思想 ，利用约束点形成凸壳 ，并将凸壳作为 

包含所有离散数据点的初始多边形 ，再 以凸壳 的第 

一 条边为初始边找到满足条件的第 3点，构建第一 

个 Delaunay三角形 。然后以新生成 的两条边分别 

进行扩展直到扩展完毕 ，即生成满足要求的三角剖 

分网。生成三角网能较好表达真实地形 ，且对“第 3 

点”的搜索范围进行 区域化限制 ，缩减搜索相关离 

散点个数 ，仅对范围 内离 散点进行判断 以达到找到 

“第 3点”的效果 ，从而缩短整体算法时间。 

3 改进算法实现步骤 

改进算法流程为：开始一读入离散点一生成凸 

壳一确定基线 ，限定 范围，搜索“第 3点”一 利用直 

线方程及正负区间舍去基线左侧离散点一生成第一 

个三角形一扩展至第 K个 三角形一生成i角形一 

结束。 

3．1 生成 凸壳过程 

常用的凸多边形生成算法有经典 的格雷厄 姆 

(Graham)(1972)扫描算法及相应 的改进算法和分 

区算法。本文采用格雷厄姆 方法生成离散 点 的凸 

壳。其依据是 ，凸多边形 的各顶点必在该 多边形任 

意一条边的同～侧。此方法步骤如下 。 

(1)设凸集 中Y坐标最小 的点为 P ，把 P 同凸 

集中其他各点分别用线段连接 ，并 计算这些线段与 

水平线的夹角。然后按夹角大小及到 P 的距 离进 

行词典式分类 ，得到序列 P ，P ，P ，⋯，P ，依次连接 

这些点 ，便得到一个多边形。P．点是凸壳边界 的起 

点 ，相邻的 P 与 P 也必是凸壳顶点。P +1=P 。 

(2)删去 P ，P ，⋯ ，P 一。中不是 凸壳顶点的点 ， 

方法如下 ：① 设置两个计数变量 k与 ，并初始化 k 

： 4， ：2；② 如果点 P 和 P 分别在线段 PkP 两 

侧，那么删去点 P ，后继 顶点 编号减 1，同时令 k 

= k一1， = 一1，否则 P㈦ 暂为 凸壳顶点 ，并记 录； 

③ 令 = +1，执行第②步骤判断下一个顶点 ，直到 

= k一1为止；④令 =k+1，执行第②步骤，直到 k 

=n+1判断完所有的顶点为止 ，此时所得的顶点即 

为构成凸壳的顶点 。 

(3)顺序输 出凸壳顶点。将 凸壳点存入链表 s 

中，同时把组成凸壳点的边界点标志置为 true。 

3．2 三角网生成过程 

(1)需要设计两个计数变量 K和 ，J，K记录已扩 

展的三角形数 ．三记 录 已形成 的三角形数。设 置 3 

个数组 tl[]、t：[]和 t ]用于存放所构成的三角 

形的顶点编号 ，并分别把 K、，J置初值为 1。 

(2)读入包括边界点的所有原始离散点，并存 

入链表 S 中。 

(3)以边界点构成的凸壳中，选择距离最短的 

边界线段 AB作基线 ，在链表 s 中寻找距点 A、日连 

线张角最大且位于连线 右侧 的点 P，作 为第一个三 

角形的第 3个顶点 ，并分别置 K=1，L=1，同时判断 

P点是否为边界点。 

(4)扩展第 K个三角形的 t [ ]一t。[k]边 ：以 t 

[k]一t：[k]边为界的、位于t k]同侧的数据点应排 

除在外。为了提高搜索效率，这里对所要搜索的范 

围进行限制。范围限制具体实现算法步骤是 ： 

①计算出每个离散点 与其他离散点的距离 ，记 

录下最小距离。 

②所有的最小距离 中，记录下其 中的最大值 ，J。 

③计算并记录位于以每一个点为 中心、边长 为 

3L的正方形区域的其他每一个点。 

④在进行搜索时将给定基线的两个端点的搜索 

范围点合并。 

对于在限定范围内的搜索，这里利用直线方程 

及其正负区域 的判别 原理来实现这 一过程。令 t． 

[k]、t [k]的平面坐标分别为 ( ，Y )、( ，Y )，则 

t】[k]一t：[k]边的直线方程为 

I厂( ，Y)：Y一(0 —b) (1) 

式 中，0=(Y2～Y。)／( 2一 1)，b=( lY2一X2Y1)／( 2 

一  

1)。 

若数据点 P，其平面坐标为 ( ，Y)，将 P点及 t 

[k]点均带入上式 ，并判断：I厂( ，Y)>0，P点位于 t 

[k]～t：[k]边的正区；I厂( ，Y)=0，P点位于 t．[k]一 

t [k]直线上；I厂( ，Y)<0，P点位于tl[k]一t1[k]边 

的负区。 

若 P点及 t k]的结果 同号 (即同位于正区或 

负区)，则 P点 不是待扩展 的点。利用三角形余弦 

定理 ，在所有可能的扩展点中找 出扩展边张 角最大 

的点 ，该 点 即为满 足 Delaunay三角形 条件 的扩展 

点 ，将该点作为扩展三角形的第 3个顶点 ，将其坐标 

送入 t k]中，并令 L=L+1。 

为避免重复和交叉 ，要检查新三角形 的 3条边 

中是否有某条 已被形成 的三角形使 用过两次。若 
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是 ，该新三角形无效 ，令 L=L—l；若非 ，此新三角形 

被确认 。 

(5)使用 同一方法 扩展第 个 三角形 的另两 

边，之后令 K=K+l。 

(6)对第 个三角形重复步骤 4和 5，直到 L= 

为止。 

4 实例测试 

改进的算法，采用 Visual C++6．语言编程 ，在 

Celeron(R)CPU 1．80 GHz、256M 内存 、Windows XP 

微机环境下进行测试。图 l为 由某丁程的地形离散 

数据点按改进算法构建 的三角网模型 ，离散数据点 

1 533个。测试的点数与关系时间图如图2所示。 

其中，10 000个离散数据点构建 角 网所需 时问约 

2 S左右。 

4oo0 

3000 

2~___2000 
1 000 

图 1 三角 网模型的平面图 

0 2000 4000 6000 8000 l0000 12000 I4000 l6000 

离散点数 

图 2 离散点数与三角网化时闻关系图 

5 结 论 

实例测试结果表明 ，改进的算法时间复杂度为 

O(NlogN)，构建j角网所需时间和点数接近线性关 

系，呈现出较高 的构网效率 ；而 Brassel和 Reif的原 

生长算法的时间复杂度为 O(N )。同时 ，改进算 

法构建的三角形无交叉、重复 ，得到的数字高程模型 

能较好反映地面真实形态。 
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An Im proved Growth Algorithm for Building Delaunay Triangulation 

Wei Wenjie ，Zhou Zhenhong ，Peng Jiyong ，Zhou Mingzhi 

(1．College of Environment and Water Conservancy of Zhengzhou University，Zhengzhou 450002，China 

2．Zhengzhou Meteorological Office，Zhengzhou 450003，China) 

Abstract：To aim at the problem that the efficiency of building delaunay triangulation was relatively 

poor，convex．flame was adopted to build initial polygon，and then to construct the delaunay triangulation． 

Before searching，the scope of search was restricted according to certain rules．Also，we searched the 

third point of the extensional triangle by using regional discrimination principle of the linear equations． 

The experiments show that there is obvious enhancement in efficiency by the improved algorithm，and also 

certain improvement in precision． 

Key words：triangular irregular network(TIN)；delaunay triangulation；convex—flame 
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