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Li�nard型方程周期解的存在性

周伟灿
1
,  邹兰军 2

(南京信息工程大学 1.数学系; 2.南京中美合作遥感中心,江苏南京  210044)

摘  要:利用 Sobo lev空间范数,给出了一般形式的 L i�nard型方程周期解估计,通过

Schauder不动点定理,证明了周期解的存在性。
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L i�nard型方程周期解的存在性一直是人们非常关注的问题。多种非线性分析的工具和

方法被应用在此类二阶常微分方程周期解的研究中,主要有变分方法与临界点理论
[ 1]
, 拓扑

度同伦方法
[ 2]
,上下解与单调迭代方法

[ 3]
,微分同胚方法

[ 4-5]
等。本文考虑一般形式的 Li�nard

型方程周期解问题 (一 ) :

&x + f ( x ) Ûx + g (x ) = h( t )。 (1)

x
( i)
( 0) = x

( i)
(T ),  i = 0, 1。 (2)

  文献 [ 6]中 f ( x )是常数, 而本文考虑 f ( x )为连续函数。大气科学研究中,由基本方程组可

导出大量的此类耗散强迫系统,用于研究非线性重力惯性波
[ 7 ]
及 Rossby波等问题

[ 8]
。大气科

学研究一般采用行波法, 级数展开,摄动法, 特殊变换等方法处理而很少证明其解的存在性。

本文利用 Sobo lev空间范数给出了周期解的估计,然后利用变分方法, 通过 Schauder不动点定

理,证明了周期解的存在性。所得结果对于研究大气中非线性波动 (如重力惯性波及 Rossby

波等 )存在的条件及相互作用具有重要意义。

1 解的估计

对于问题 (一 ) ,不失一般性,设 g (0) = 0, x ( 0) = x (T ) = 0。

考虑 Sobo lev空间 W
1, 2
( [ 0, T ] ; R )。

定义 W
1, 2
的子空间 E = { x I W

1, 2
| x

( i)

(0) = x
( i)

(T ), i = 0, 1} ,以下简记 + # + L 2 =

+ # +。

引理 1 设 ( 1) g I C (R ), f I C (R ), h ( t)为 R上以 T 为周期的连续函数; ( 2) sup
sI R

g ( s)

s

= K < + ] ; ( 3) 2 - KT
2
> 0。则问题 (一 )的解有界,且有估计式



+ x+ [ k+ h+ ,  +x+ [ kT
1
2 + h+ ] 。 (3)

其中 k =
2

T
2 - K

- 1

> 0, +h+ ] = sup
tI [ 0, T ]

| h( t ) |。

证明  对方程 ( 1)式两边分别与 x作内积

3- &x, x4- 3f ( x ) Ûx, x4- 3g (x ), x4 = - 3h, x4,  x I E,

也即 Q
T

0
| Ûx | 2 dt - Q

T

0
g (x )x = - Q

T

0
hxdt。 (4)

由柯西不等式,有 Q
T

0
| x |

2
dt [ T

2

2 Q
T

0
| Ûx | 2dt。 (5)

由条件 ( 2)及柯西不等式, ( 4)式转化为

2

T
2 - K Q

T

0
| x |

2
dS[ Q

T

0
| Ûx | 2 dt- Q

T

0
xg ( x ) dt [ Q

T

0
h ( t) xdt

[ Q
T

0
| h ( t) |

2
dt

1
2

Q
T

0
| x |

2
dt

1
2

。

可得 + x+ [ 2

T
2 - K

- 1

+ h+。 (6)

另一方面,有
2

T
2 - K Q

T

0
| x |

2
dt [ sup

tI [ 0, T ]
| h ( t) | Q

T

0
| x | dt [ T

1
2 + h+ ] + x+,

也即 +x+ [ T
1
2

2

T
2 - K

- 1

+h+ ] , 证毕。

推论 1 在引理 1条件下,若 g ( x )单调不增,则问题 (一 )的解有界且

+x+ [ T
2

2
+h+ ,  +x+ [ T

5
2

2
+h+ ] 。 (7)

  证明  因 g (x )连续且单调不增, g ( 0) = 0, 所以 xg (x ) [ 0,在引理 1的每个表达式中取

K = 0, 即证。

注  在推论 1的条件下,文献 [ 9]的结论表明当 h S 0时,问题 (一 )除零解外不存在非平

凡周期解,而由 ( 7)式, 这是显见的。

引理 2 设引理 1的条件 ( 1)满足,并有

in f
xI R

f ( x ) = Q> 0 或  sup
xI R

f (x ) = G < 0。

  则问题 (一 )的解有界且

+ x+ [ T

2
Q
- 1

+ h+  或  + x+ [ T

2
( - G)

- 1
+ h+;

+ x+ [ T
3
2

2
Q
-1 + h+ ]  或  + x+ [ T

3
2

2
( - G)

- 1 +h+ ] 。

  证明  以情形 in f
xI R

f (x ) = Q> 0为例证明。

对方程 ( 1)式两边分别与 Ûx作内积,得

Q
T

0
f (x ) Ûx 2

dt + Q
T

0
g ( x ) Ûxdt = Q

T

0
h (S) Ûxdt,

也即 Q
T

0
f ( x ) Ûx2 dt = Q

T

0
h (S) Ûxdt。 (8)
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所以 QQ
T

0
Ûx2 dt [ Q

T

0
f (x ) Ûx2 dt [ Q

T

0
| h |

2
dt

1
2

Q
T

0
| Ûx |

2
dt

1
2

,

即 + Ûx+ [ Q
- 1+ h+。 (9)

由 ( 5)式, 有 +x+ [ T

2
Q
- 1

+h+。 ( 10)

与引理 1证明类似,有

+ Ûx+ [ T
1
2 Q

- 1 + h+ ] , ( 11)

+ x+ [ T
3
2

2
Q
- 1 + h+ ] 。 ( 12)

对 sup
xI R

f (x ) = G < 0的情形同理可证。证毕。

| x ( t) | [ T
1
2 Q

T

0
| Ûx | 2 dt

1
2

,  P t I [ 0, T ]。 ( 13)

从 ( 13)式和引理 1,引理 2,可得推论 2~ 4。

推论 2 设在引理 2条件下,则问题 (一 )的解有界且

| x ( t ) | [ T
1
2 Q

- 1+ h+

TQ
- 1 + h+ ]

 或  | x ( t) | [ T
1
2 ( - G)

- 1 + h+

T (- G)
- 1+ h+ ]

 。

  推论 3 设在引理 1, 2条件下,则有

+x ( t)+ [

m in k,
T

2
Q
- 1

+ h+

m in kT
1
2 ,
T

3
2

2
Q
-1 + h+ ]

 或  + x ( t )+ [

m in k,
T

2
( - G)

- 1
+ h+

m in kT
1
2 ,
T

3
2

2
( - G)

- 1 +h+ ]

。

  推论 4 在引理 1, 2条件下,若 h ( t) S 0,则问题 (一 )不存在非平凡周期解。

2 解的存在性

首先考虑问题 (二 ) :

&x + g (x ) = h ( t), ( 14)

x
( i)
( 0) = x

( i)
(T ),  i = 0, 1。 ( 15)

定义泛函 J: E yR,

J ( x ) = Q
T

0

1

2
| Ûx | 2 - V( x ) dt+ 3h, x4,  P x I E。 ( 16)

其中 V( x ) = Q
x

0
g ( s) ds。

易证下面的变分原理。

引理 3 J在 E中的临界点是问题 (二 )的解。

引理 4 E上的 W
1, 2
范数等价于下述模

+ Ûx+ = Q
T

0
| Ûx | 2 dt

1
2

,  Px I E。

  证明  对 Px I E, ( 5)式成立, 则

Q
T

0
| Ûx | 2 dt [ Q

T

0
( | x |

2
+ | Ûx | 2 ) dt [ 1 +

T
2

2 Q
T

0
| Ûx | 2 dt。 ( 17)
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  结论即证。

定理 1 设 ( 1) g I C (R ), f I C (R ), h ( t)为 R上以 T 为周期的连续函数且 Q
T

0
h ( t) dt =

0; ( 2) V(w ) > M, Pw I R, 则问题 (二 )至少有一个 T-周期解 x I C
2
[ 0, T ]。

证明  由 ( 5)式,

- 3h, x4[ Q
T

0
hxdt [ + h+ +x+ [ T

2
+ h+ + Ûx+。 ( 18)

由 ( 16)、( 18)式,

J ( x ) \ 1

2
+ Ûx+ 2

-
T

2
+ h+ + Ûx+ - MT。 ( 19)

当 + xn +E = + Ûxn + y ] 时, J ( xn ) y ] 且在 E中 J (x )下方有界,由正则性定理知,极小解

x ( t) I C
2
[ 0, T ]是问题 (二 )的解。

定理 2 设 ( 1) g I C (R ), f I C (R ), h ( t)为 R上以 T 为周期的连续函数且 Q
T

0
h ( t) dt =

0; ( 2) sup
sI R

g ( s)
s

= K < + ] , | f ( x ) | [ H, Px I R; ( 3)
2

T
2 - K > 0; ( 4 ) 当 K [ 0时,

T 1 +
T

2

2

1
2

<
1

H
; 或者当 K> 0时, 1 -

KT
2

2
H> H ,其中 H=

K
K+ 1

。则问题 (一 )至少有

一个解 x I C
2
[ 0, T ]。

证明  令 w I C
2
[ 0, T ] H E为满足 Q

T

0
w dt = 0的周期函数,考虑周期问题:

&xw + g ( xw ) = h( t ) - f (w ) Ûw,  0 [ t [ T。 ( 20)

x
( i)

w ( 0) = x
( i)

w (T ),  i = 0, 1。 ( 21)

由定理 1, 问题 ( 20)、( 21)式对于给定的 w I C
2
[ 0, T ] H E 至少有一个 T-周期解 xw I

C
2
[ 0, T ] , 而且,定义映射 #: #w = xw 。 #是连续的并且也能够证明 # 在 E < W

1, 2
中是紧的。

事实上,对某个 r > 0,设 +w+E [ r, 由引理 4,亦即 +w +C[ 0, T ] [ r或 +w+ L2 [ r。

对 ( 20)式与 xw 作内积,有

Q
T

0
| Ûxw |

2
dt - Q

T

0
g (xw ) xw dt = Q

T

0
[ f (w ) Ûw - h( t) ] xw dt。 ( 22)

由定理条件 ( 2)、( 3)和 ( 4),有

2

T
2 Q

T

0
| xw |

2
dt- KQ

T

0
| xw |

2
dt[ Q

T

0
{ | h ( t) | + | f (w ) Ûw | } | xw | dt

[ sup
tI [ 0, T ]

| h ( t) | Q
T

0
| xw | dt + H Q

T

0
( | Ûw | + | w | ) | xw | dt

[ T
1
2 sup
tI [ 0, T ]

| h ( t) | + 2H +w +E + xw + L 2。 ( 23)

因此 + xw + [ T
2

2 - KT
2 T

1
2 + h+ ] + 2H r 。 ( 24)

  另一方面,当 K[ 0时,由 ( 22)、( 23)和 ( 5)式,有

Q
T

0
| Ûxw |

2
dt [ T

1
2 + h+ ] + 2H +w+E

T

2
+ Ûxw + ,
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即 + Ûxw + L 2 [ T

2
T

1
2 + h+ ] + 2H r 。 ( 25)

当 K > 0时,有  + Ûxw + L 2 [ 2T

2 - KT
2 T

1
2 + h+ ] + 2H r 。 ( 26)

由 ( 13)、( 17)式和 ( 24) ~ ( 26)式显然可知函数族 { xw }等度连续, 而且, 从 ( 13)、( 25)和 ( 26)

式得出 { xw }一致有界。据 A sco l-iA rze la定理, { xw }在 C
2
[ 0, T ]相对紧, 即映射 #是紧的。

现在选择 r > 0,使得 L T
1
2 + h+ ] + 2H r < r或者 T

1
2 + h+ ] <

1
L
(1 - 2H L) r。其中

当 K[ 0时, L = 1

2 + T
2或当 K> 0时, L= 2T

(2 - KT
2
) H
, H= K

K+ 1
。这对条件 ( 3)、( 4)

显然是可能的。

由引理 4,有 + xw +E [ r和 + Ûxw + [ r或者 + xw + [ r和 | xw | [ r , P t I [ 0, T ] 。这

表明 #把适当的球 B = B ( 0, r) < C
2
[ 0, T ] H E映射到自身, 也即 #B < B。应用 Schauder不

动点定理, #有一个不动点 �w,即 �w = x�w 。由于 h, f和 g均连续, x = x�w I C
2
[ 0, T ]就是所求

的问题 (一 )的解,证毕。

定理 3 设 ( 1) f I C (R ), h ( t)为 R上以 T为周期的连续函数且 Q
T

0
h( t ) dt = 0; ( 2) g (x )

连续且单调不增; ( 3) 1 - HT 1 +
T

2

2

1
2

> 0,则问题 (一 )至少有一个解 x I C
2
[ 0, T ]。

证明  因 g (x )连续且单调不增, g ( 0) = 0, 知 xg ( x ) [ 0,在定理 2证明中取 K= 0即证。
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Abstract: For genera lized L i�nard type equation, w e obtain the est imates of period ic so lut ions by v ir-

tue of norm estimate in Sobo lev space, and then prove the ex istence of period ic so lu tions by utilizing

Schauder. s f ixed po int theorem.
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