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N O N L LNE A R W A V E S W IT H S EM I
一

G E O S T R O PH IC FL OW

L ill S17 ikl lo (刘式适) an d Li “

S/i 万da (刘式达 )

D ePa 厂艺,n e 门 t o f G e o lolzys ics
,

Pe kjn g U n iv e rsjty
,

B两 in g

R ec
e iv e d N o ve n lb e厂 J4

,

19 8 7

A B S T R A C T

In th is p a Pe r ,

th e se而
·

g e o s tro Ph ie a p p r o x im a tio n (
o r th e g e o str o Ph ie m o m en tu m a PPr o x im a tio n) 15

u se d fo r a n a lyz in g a n d so lv in g th e b
aro

tr o Pie a n d ba r o e lin ic a tm o s Ph er ie m o tio n s
.

It 15 sh o
wn tha t th e

h o r iz o n ta l n o n d ive fg
e n t o r q u a si

一

g e o stro Ph ie a PPr o x im a tio n s e

an n o t r efl e et the n o n lin e r e

ffe
e t

.

H o w e ver

the se m i
一

g e o stro Phie a PPro x im a tio n n o t o n ly filte r o u t th e in e r tia
一

g ra v ity w a v e s a s the q u a si
一

g e o stro Phic

a PPr o x im a tio n ,

se m i
一

g e o str o Ph ie

b u t a lso fi n d the so lu tio n to th e n o n lin e a r e q u a tio n s
.

T he R o s sby w a v e s o b ta in e d b y th e

a PPr o x im a tio n Po sse ss th e n o n lin e a r eh ar a eter istie s
.

T he re fo r e the se m i
一

罗o stro P苗c a p Pro x -

im a tio n Pro
v id e s a w a y to d ise u s s th e n o n lin e a r Pr o b le m

.

1
.

IN T R O D U CT IO N

T he sm a ll Pe rtu r b a tio n m eth o d s w hieh a r e u sed t o stu d y the w a v es o f fl u id Play a n

im Po r ta n t r o le a n d h av e s o lv ed a lo t o f Pr o ble m s in the fl u id d yn am ie s
.

A s su m in g tha t the

a tm o sPh e re 15 in fi n ite in the Io n g itu d in a l d ir e etio n a n d u sin g the lin ea r iz e d v o rtie ity eq u a tio n

R o ssb y (19 39 ) d isc u ssed the p u r e tw o 一

d im e n sio n a l a tm o sPhe rie m o tio n w ith th e e
ffe

e t a n d

n o n d iv e r g en t 月o w
,

fi r st in t r o d u c ed th e id e a o f R o ssb y w av es
, a n d d er ive d its d isPer sio n

r ela tio n
·

L a te r this re su lt w a s ex te n d e

弓t o tll e sph er ie al a tm o sphe re by H o u rw itz (19 4 0)
·

H o w e ve r ,

E rte l (19 4 3 )
,

C ra ig (19 4 5 ) a n d N e a zll ta n (19 4 6 ) sh o w e d tha t the ljn e a rjz a tio n o f the

v o rtie ity eq u a tio n 15 u n n e e e s sa ry b e c a u se th e s o lu tio 一1 to the lin e a r iz ed v o 一t ie ity eq u a tio n

a ls o fi ts th e c o m Plete Prim itive n o n lin ea r v o r tieity e q u a tio n
.

T h o m Ps o n (19 5 0 ) fu r ther

sh o w ed th at the n o n lin e a r v o rtie ity e q u atio n c a n b e r ed u ee d t o lin e a r eq u a tio n in ee r ta in

tyPe o f sPe eial fi o w
.

B u t th ey d id n o t g iv e the w ay t o s o lv e the n o n lin ea r v o rtie ity eq u a tio n
.

U sin g a sPe c ial te e hn iq u e ,

K u o (19 59 ) r ed u c e d the n o n lin e a r q u a si
一

罗o str o p hic Po te n tial

v o rtie ity eq u a tio n in th e sPher ie a l e o o rd in a tes to the lin e a r Pa r tia l d iffe
r en tia l e q u a tio n o f

th e g e o str o Phie st re a m fu n e tio n
.

Z e n g (19 7 9) a lso d id the a n a lo g o u s w o rk
,

b u t w ith so m e

lim ita tio n s
.

L iu e t a l
.

(19 82 ) tri ed the im m ed ia te in teg r a tio n o f n o n lin e a r v o r tic ity e q u a tio n

by th e T a ylo : S er ieS e x p a n sio n 。f th。 n o n lin e a : te r m s
.

H o w ev e r ,

to 断
o id the e q u iv ale n ey

o f s o lu tio n s fo r th e n o n lin e a r a n d lin e a r v o rtic ity e q u a tio n s o n ee r ta iri c o n d itio n s,

they

r e ta in ed o n ly a Pa rt o f the n o n lin e a r te rm s,
this 15 also i刀IPe r fe et

.

T his PaP
e r sho w s tha t by

m ak in g u se o f the eo m Plete n o n lin e a r v o r tie ity
eq u a tio n a n d the sem i

一

g e o str o Ph ie a s su ln p tio n ,

a w a y e a n b e o b ta in ed to fi n d the sPe eia l so lu tio n w 主th tr u e eha ra ete r主stic s o f n o n lin ea r

w a v e s
.

T he stu dy a lso sh o w s th a t the se
而

一

ge o str o Phi e a ssu m Ptio n n o t o n ly fi lter o u t

the in er tia
一

g r a v ity w a v es b u t a lso re ta in th e n o ul in e a r ity o f th e R o ssby w av e s
.
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BA R O T R O PIC M O D E L

T he b a sie eq u a tio n s

a tln o sPh er ic m o tio n

斤an

o f th e b a r o tr o Pic 1ll o d e l (o r sha l!o w 认
,

a te r n lo d e l) d eser ib i一19 tlze

b e w ritten a s

刁u

一石二一 十 “

0 不

刁“

十 口下于一 一 IV -
刃y

川
刁

刁价
刁戈

刁必
一y一a一十 U 反‘

O y

心V
+ f

、

+ ·

爵
(‘

一

卜, )
睽

+

劲
一 。,

巫叙鱼叙丝衍

“U+十鱼次丝次

/!IJesl

lJ
J

、、

l
wel

J、

W her e u a n d v a r e th e v elo e ity c o m p o n e n ts in th e 戈 a n d 夕 d ire etio n s re sp ee tiv e !y
,

才 15

the tim e ,

f th e C o ri o li s Pa r a m e te r , a n d

c
孟= g H

,

功= g h
,

功<
e孟

,

(2 )
w he r e

H
a n d h are the un d istur b ed d ePth o f fl u id a n d the d ePa r t u r e fr o m H

r e sPee tive ly
.

o bv io u s
ly, E q

.

(1)
e o n ta in s tw o kin d s o f w av e s : the in e rtia

一 su rfa e e 一

g r a v ity wa
v es a n d

th e R o ssby w a v es
.

Fr o m E q
.

(l) we
see th at the g eo st r o ph ie ba la n ee m o tio n c a n b e e x拼e sse d a s

,
。

一爵
,

,
。

一雳 (3 )

w hie h

Phe
r e

.

Ifl

15 the z er o th
一o r d e r a PP r o x im atio n eq u a tio n s to la rg e 一se a le l刀 o tio li in the a tln o s -

g en e r a l
,

the q u a si
一

ge o st ro Phie eq u a tio n s o f b a r o tr o Pie m o d e l a r e g iv en b y

(备
+ 一箭

+ 一命)一
,
。

一 (, 一 ,
。

,

一瓮
,

(景
+ 一翁

+ 一最)一
+ ,

。· + (介 ,
。

,

一爵
,

( 4 )

(备
十一丢

+ 一奇)
, 十

创会
+

影)
一”,

厂leeee
汀l、、eseses.es

.

、
. .

o r ha v e the fo fm

⋯(备一箭
二

‘”

命)
“‘

。’+ ”
·‘。’十‘

。
“一 ”

’

匡景
+ 一箭

+ 一’

最)
‘+ ·‘D 一”

,
( 5 )

if th e 月r st tw o eq u a tio n s o f (4 ) a re r ed u c e d to the V o r tic ity eq u atio n ,

W he re
口 15

_
,

二
, , _ , , _ 、 . , 。

a口
p a fa 们自以Cr ,

廿
一
Pla ll e a p p f0 X lm a t lo ll t“ l

。

十 灯 V t产, 万 a代 CO D S汇a fl lS ) 1 5 U S七城】 ,

心三 不 - -

一
,

-
- .

一 口义

R o ssb y

刁“
~

万一 a 0 Q
刀 y

ya

。 二粤 + 粤
。r。

tne
、。r t、e、ty an d d、ve r二n e。 re sp eetiv ely

,

w h i,。 亡‘
。 ,三

口X 刀 y

a u (o ) 刁u (o )

刁x
Sa tisfi es

f0’
(0 )一、

2

,
(
v

Z
二

斋
+

备)
·

( 6 )
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E q
.

(5 ) 15 e a sily re d u eed to

劝代8)(he(

W

(手
、 “ (。)

弃
十 。(。)

妥、(
v

Z

。一 。
Z

必) + 刀豁
一。

,

\ 口 ‘ 口西 口 少 / U 内

w h ic h as th e q u a si
一

g e o s tr o p llie Po t e n tia l v o rtieity e q u a tio n in the b a ro tr o Pie m o d e l

j
。

拼 =
一

瓦
’

拼一 ‘
15 the R o ssby r a d iu s o f d efo rm a tio n in the b a r o tr o p ic a tln o sPh ere

·

E q
.

(7) 15 th e b ar o tr o Pie a n d q u a si
一

ge o str o Phie b a sie eq u a tio n o f 功
.

S in e e the q u a s i
-

g e o 、rr o Pie aPPr o x im a tio li 15 u sed
,

the in te r ia
一 su rfa ee 一ra v iry w a ve s a r e fi ltere d o u t

.

L et the S o lu tio n t o E q
.

(7 ) b e

功(二
, 夕 , t) = 小 (B)

,
口~ k x + l夕 一 a t ,

( 9 )
w h er e 寿 a n d 1 a r e the w a v e n u m b er in the 男 a n d 夕 d ire etio n s r esPe etiv ely

, an d a 15 th e

a 一i g u la r fr eq u en cy
.

S u b stit u tin g (9 ) in t o E q
.

(7)
,

w e see tha t the n o n lin e a r term s in E q
.

(7 ) b ee o m e z e r o
.

H e n C e

一 a K 丈中
” ’

+ (刀儿+ 拼 , a )小
‘

= o
,

(1 0 )

w h e r e Pr im es d en o t e the d e riv a tiv e w ith r esPee t t o 0 a n d

K 二二衬 + l
’

.

(1 1)
E q

.

(10 ) im plies th at the sp ee ia l so lu tio n (9 ) t o the lin e a r b a ro tr o p ic a n d q u a si
-

g eo stro Ph ic Po ten tia l v o r tieity eq u atio n 15 a lso a so lu tio n t o the e o r re sPo n d in g n o n lin e a r q u asi
-

g eo str o Phie Po t e n tia l v o r tie ity eq u a tio n
.

T h a t 15 t o s a y
,

the s o lu tio n su eh a s (9 ) c a n n o t

r eflee t the n o n lin ea r e
ffe

et
.

B y settin g

‘、.了、.矛了

,曰,口j土1儿了
.、了..、

巾
‘

二 I
,

E q
.

(一o、15 the n r ed u eed t o

T he a b o v e e q u a tio n n e ed s

,
, ,

挫言凳鲁
‘一”

旦装蛋子
“ ‘ W

llen it r ePre se n ts the w a v es
.

T he re fo r e ,

w 乙

a -

_ 一
-

匹
-

K 文+ 件, ’

ha vC

(1 4 )

w hieh 15 the a n g u la r fr eq u en ey o f R o ssb y w a v es in the b a r o tr o Pie q u a si一ge o st ro Phie m o d e l
.

In o r d er t o o v e re o m e th e sho rteo m in g th a t the sPee ia l so lu tio n in th e q u asi
一

g eo stro Ph ie

m o d el e a n n o t re flee t the n o n lin ea r e
ffe

e t
,

w e a PPly the se m i
一

g e o str o Ph ie a ssu m Ptio n tha t

d istin gu ishe s b e
tw

e en the a d v ee tin g an d a d v ee te d qu an titie s a n d c o n sid e r tha t the a d v eete d

q u an tity 15 g e o st ro Phie b u t the ad v ee tin g o n e 15 n o n
一

g e o str o Phie
,

W ith th e se m i
一

g eo st ro phi e a ssu m Ptio n ,

E q s
.

(5) 15 re w r itte n a J{

{、
-

! 几

乙‘
。’+ 刀

v ‘, , + f
o

D = o
,

必十 (瑞十价)D 二 O
, (1 5 )

‘

、、..尹了、

l
产

?一y,一ya一小
.

a一小
.

(会
一

黝
一 V

’

‘
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w he re a sm a ll ter m (功D ) 15 a d d ed in the se e o n d e q u a tio n : th e th ir d e q u a tio n ,

the

o f (u
, v ) 15 e qu a lt o

fJ
‘
V

’

功
,

15 u sed to e n su r e tha t eq u a tio n s e t (15 ) 15 e lo sed
,

th e b a sic e q u a tio n set o f the se面一
eo st ro Phie m o d el

.

A ssu m in g tha t th耳 so lu tio n s to E q s
.

(15 ) a r e

u ~ U (0)
, 。 = 犷(0 )

,

协~ 中 (0 )
,

an d su b stitu tin g (16) in to E q s
.

(15)
,

w e g et

v o r tieitv

w hieh 15

、J
了、,Z

�卜Utl月.11

廿

了.、‘了、

}川 (“U + ’F 一 口

阿
‘’

十
_

琳必
‘

+j 刹“U 十‘咐

}
一 口少

‘

+ 〔(秃U + ‘厂 )必 ]’+ C孟(“U + ‘犷 )
‘

一 o
,

〔f
。

(寿厂 一 IU )
‘

= 一 K 丈少“ ,

0 ,

I n teg ra tin g the s e e o n d a n d th e thir d e q u a tio n s o f ( 15) w ith r e sPe e t to 0 a n d ta k in g t h e

in te g ra l e o n s ta n t to b e z e r o ,

w e ha v e

{
秃U 十 l厂

a小
一 孺平函

.

K 戈中
‘

一 f
。

(1 8 )

k厂 一 IU

Su b s t itu tin g th e fi rs t e q u a tio n o f (18 ) in to the fi r s t o n e o f ( 17) yie ld s

一。 (卜
万
募
币
)
。

, , ,

+

〔。
十 。2 。

(
1 +

景)
一 ’

〕
小

,

一 。
,

w h ie h 15 a n o rd in a ry d iffe
re n tia l e q u a tio n o f 少

.

Fr o m this w e e a n fi n d o u t 中 a n d

it 15 su b s ti tu te d in t o E q s
.

(18)
,

U a n d 厂 e a n b e d e te r m in e d
.

E q
.

(19)
sh o w s tha t the s e m i

一

g e o s tr o Ph ie a n d b a ro tr o Pie v o r tje ity e q u a tio n c a n

th e n o n lin e a r e ll七e t a n d

B y u s in g ( 12)
,

E q
.

O V e fC 0 m e th e sh o r te o m in g o f th e q u a si
一

g e o s t ro Ph ie m o d e l
.

(19 ) Ca n b e r e w r it te n a s

I
’‘

十种
+

徽
’
十 “

“口

一、 , ,

(l
十

影
I 一 O ,

( 2 0 )

w hie h 15 e s se n tially a n e ig e n v a lu e Pr o b le m o f th e n o n lin e a r e q u a tio n a n d e a n b e s o lv e d a P
-

Pr o x im a te ly by T aylo r e x Pa n s io n m e th o d
, n a m e ly

,

E q
.

(2 0 ) 15 w r itte n a s

I
, ‘

+ Q
,

(必
,
I ) 一 0 ,

( 2 2 )

w he rC

Q
,

(中
,
I ) 二
叫

1 十

徽
”

十 。’。

一、 ; 。(
1 十

影
I ( 2 2 )

E x Pa n d in g

ha V e

Q
,

(巾
,
了) in th e T aylo r s e r ie s in t h e v ie in ity o f th e p o in t (少

,
I ) = (0

,

0)
,

、、e

。
1

(。
,
‘卜月黯才

‘+ 坦些二 赵卫
一 口K 飞端

少 I. ⋯ (2 3 )

If w e ta k e o n ly the fi r s t te rm o n the r ig ht ha n d sid e o f (2 3 )
,

E q
.

(2 1) i、 t h e n r e d u c e d to

E q
.

(13 )
,

he n e e th e e ig e n v a lu e a a s sh o w n b y (14 ) 15 o b t a in e d
·

I f w e ta ke the r igh t han d s id e o f (2 3)
u n t il th e se e o n d t e r m

,

E q
.

(2 1) 15 th e n r e d u c e d

tO
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; , ,

刀友十 拼
’口

; r

刀k 一 拼
, a 、

;

1 一l-
一
一

-

丫万元乒万一 1
~

卞

—
艺

产尸厄二豆堪 沪工 一 V ,

一 仃义、 六 一 仃了、 人 C 石
(2 4 )

、
, , , ,

刀几一 衬a 二二
, ,

刀寿+ “, 叮 二
,

岁 丫 二厅瓦(瓜孟甲岁 卞 二石贾{
一岁 一 ” ’ (2 5 )

w 11ie ll 15 the o r d irl ary d iffe re lltia l eq u a tio n e o rr esPo n d in g to tllc K d V

In te g ra t illg the a b o v e e q u a tio n w ith r e sPe e t to 0 a n d ta k in g the

z c ro 认 e ha ve

eq Lla t一o n
,

in te g r a l c o n s ta n t a s

、
2 _ 琳一 “Z a 二

: .

刀吞十 拼
2汀、

从J

一 石
.

无声豆 下一 从J 州~ 一
-

云万生 任
户 .

‘U l 、 ‘ c o a l、 几
(2 6 )

M u ltiP ]yin g E q
.

(2 6 ) by Z少
’ a n d in t e g r a tin g it w ith r esPee t t o o

,

w e g e t

少
‘2 _ 刀九一 拌

’a

一 3 a K 气
。孟

P
,

(少) (2 7 )

w hC re

尸
,

(。)三 , +
一

热然卑单
。

冲汗 A

P斥 一 召
一

U
(2 8 )

、

、.声、,
矛

0甘n
甘9�八O

.

矛.、护才.、

15 the c u b ic Po ly n o m ial o f 小
, a n d A 15 in te g ra l e o n s ta n t

.

By a s s u m in g th a t th e th r e e r o o t s 少
: ,
少

: a n d 巾
。 fo r P

,

(少 ) 二 0 s a tisfy

巾
t

> 0
,
巾

2

< 0 ,

巾
3

< 少
2

< 0 ,

th e so lu tio n t o E q
.

(2 7) 15 the n

中 (口) = 少
2
+ (中

, 一中
2

)
e n Z

了恕澎态
(巾

3 一中
1

’口
’

w hic h 15 th e R o s sby e 一飞o id a l w a V e S w ith
a w a v e le n g th

乡 /
k 丫

12 a K 乏比

(口儿一 拼
’a ) (巾

3
一巾

,

)

W he n
K (m ) 15 th e e o m Ple t e e lliPtie i瓜eg ra l o f the fi r s t

中
, 一中

:

K (。 )
.

( 3 1 )

k in d th e m o d u lu s 阴 s atisfi e s

m
一

=
.

币万币丁
’ (3 2 )

Fr o m (2 8) h av e

少
: 十中

: 十中
。 -

3 (刀众+ “’a )

口寿一 拌
“a

c孟
.

(3 3 )

w e th e n fi n d fr o m (3 1) a n d ( 33 ) t li a t the a n g u la r
fre q u e n cy o f th e R o s sby

/e汀一。刀扎刊一甲兑Vg自一l

T a k in g 几=

w av e s w ith s e m i
一

g e o s tr o Ph ie fl o w 15

叫
-

乞城而)
一

)
’

(
中

3 一币
t

巾
1
+ 巾

: + 中
: )

、 ; 十。
2

(厄裁而)
~

)
’

(
w a v e n u m b e r a n d the

巾
:
一巾

,

中
l
+ 小

2
+ 少

: )
( 3 4 )

w hie h in e lu d e s b o th the w av e Pa ra
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