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摘 要

本文首次从理论上推导证明两个气象场的奇异值分解(S v D )在气象场时空分布藕合信

号的诊断分析中具有普适性
。

结果表明
,

两个场的 S V D 求解准则不同于典型相关分析

(CCA )
,

且 CCA 模型可视为 S V D 之特例
,

尤其当各个场经 PCA 滤波后
,

其 CCA 完全与

S V D 等价
。

S V D 分析的结果不但可完全代替 C CA
,

且计算更简便
,

所得祸合信号的物理解释

更清晰
,

特别适合于大尺度气象场的遥相关型研究
。

关键词
:

奇异值分解
,

典型相关分析
,

气象场分解
,

诊断分析
。

1 引 言

EO Fs (或 PCA )用于提取气象场时空变化的优势信号特征具有明显的优点
,

它们已

成为单个气象场诊断分析的主要工具[l 一 2〕
。

对两个(或以上 )气象场提取两者藕合的优势

信号特征
,

应用 CCA 方法也已相当普遍
。

但 CCA 方法计算量较大
,

且解释物理意义不够

清晰川
。

由矩阵理论引人的奇异值分解(简记为 S V D )
,

被用于研究两个气象场的遥联问

题 已取得显著效果〔‘一 5〕
。

自从 Pr ok as ka (1 9 7 6) 首次用于气象场分析以来
,

S V D 方法在国

际上已受到气象学者的重视
,

但对其进一步应用的理论探讨尚不够活跃
,

国内尚很少见到

有关 sv D 应用理论的研究成果
。

本文试图从理论上论证 S V D 模型的普适性
,

以便说明气象场 E O Fs 及 C C A 类型的

正交分解方法都可纳人 SV D 模型的框架
。

因此
,

一切气象场正交分解都可用 S V D 作为其

普适性工具
。

2 两个气象场的 S V D

设有两个气象场 X (l ) (‘) 一 (x {
‘)
(‘)

,

一
x
衬

, (t ))
’

和 X (2 ) (‘) 一 (x ;
2 , (‘)

,

一
x
咒

, (‘))
‘ ,
‘

一 1
,

⋯
, n ,

它们分别由 P
,

和 P:
个网格点 (或测站 ) 构成

。

为叙述方便
,

假定它们已零均值

化
,

并简记为 X ( : ) 一 (x 钾
,

一
x
即)

『

和 X (2 , 一 (x 尸
,

一
x
g )

‘ ,

上述写法为矩阵的行 (或

列)分块写法即向量写法困
。

为了表征两个气象场变量之间的整体关联性
,

可计算两个场的交叉协方差矩阵

·
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(1 )
艺艺 叉艺

一一

其中 艺
l ,
= < X (1 )X飞

, ) >
,

艺1 : = < X (l )X ;
2 ) >

,

艺2 1 ~ < X (2 )X ;
l) >

,

艺2 : = < X (2 )X 飞
2 ) >

,

式

中符号 <
·

> 表示求平均
,

X ;
1 ) ,

X ;
2 )
代表矩阵转置

。

显然
,

乳
,

和 熟
:
代表各个场内部变量

的协方差阵
,

而乳
:

和 耳
,

为两个场之间各变量的交叉协方差阵
。

为叙述方便
,

令 X (1 )
为左气象场 (简称左场 )

,

X (2 )
为右气象场 (简称右场)

。

类似于

CCA 模型
,

构造线性组合
Pl P Z

“ 一 习l、x 李
‘, ? 一 习 m

, x 乡
2 ,

(2 )
f = I J= 1

其中
u 、 v

分别为左场变量和右场变量的任意一个线性组合
,

这里 对
‘’即 x 李

‘’(t ) ; x {
2 , 即

x {
2 , (t )

,

而 l
,

(i = 1
,

2
,

⋯
,

P
I
) 和 m

,
(j = 1

,

2⋯
,

P Z ) 为任意实数
,

相应于 x 李
‘’(左场变量 ) 和

x 手
, , (右场变量 )的组合权重

。

若记为矩阵式
,

就有

{x {
‘’1

一
(2

1 ,

一
‘一’

}
二

;
)

1
一 乙

’

“
‘’

; 一 。从
1 ,

⋯、 , 2
)

⋯
‘

{
2 ’

1
一 、

,

二 (2 )

(3 )

(4 )

}
x
咒

,

}

由式 (3) 和 (4) 可见
,

X 〔工) 和 X (2 )
为左右气象场实测资料记录

,

只要按某种规则确定向量

(ll
, ”

’ ,

称
:
) 和 (m

l ,

⋯
,

m 户2 )
,

也就确定了一组新变量 U 和 v
。

众所周知在 C C A 中
,

提出的

准则是
:

求解 U 和 V 及其相应系数向量 (l
l ,

一心
,
) 及 (m

, ,

⋯
,

m
p Z
)

,

要求 U 和 v 之间的线

性相关系数达到极大值
,

且使它们满足各 自在时间域上不相关的条件 (即 U
、

V 向量本身

各 自正交 )
。

若放宽上述限制
,

仅要求 U 与 V 之间有极大化协方差
,

且向量(ll
,

一红
1
) 和

m
l ,

一 m 户2 ) 各自为正交向量
。

换言之
,

并不要求新变量 U 和 V 两者各自在时间域上不相

关
。

基于这种修正准则
,

就构成另一类模型
。

其数学表达式为求取 L 和 M 的准则是
,

使得
e o v (U

,

V ) = < L
’

X (1 )X ;
2 )
M > 一 L

’

艺
1 2
M = m a x (5 )

且满足条件

L刃 一 I
,

万M 一 I (6 )

利用 L ag ra n ge 乘数法求上述条件极值
,

不难得到

乞
1 2

M 一 从 ~

王21 L 一 产M 一
(7 )

、、产、./000口
了‘、2.、

这里
,

常数 又
,

产 为 Lag ra n
ge 乘数

,

可以证明
,

久一 产

于是
,

由式 (7) 得到

厂乏
1 Z
M 一 M 艺21 L 一 又

且由此推得下列性质
:

对任一个序号 k
,

可有
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乏
1 2
1
.
= 又*

m
*

艺
1 2
m

;
= 人l

* k 一 1
,

2
,

⋯
,

P P 簇 m in (P l ,

P Z )
(1 0 )

在式 (9) 和 (1 0) 中
,

常数人就称为矩阵乳
2

或凡
,

的奇异值
。

根据矩阵理论困
,

式 (9) 又可写

成矩阵式
、1.飞...‘..万
z00

石艺12
M 一 (1 1 )

上式正是所谓奇异值分解 (简记为 S V D )
。

因此
,

A = d ia g (久
1 ,

⋯
,

又户)
,

P 簇 m in (P
, ,

P
Z
) 即

是奇异值全体
。

显然
,

式 (1 1 )实际上是对非方阵或非对称的一般矩阵的一种广义对角化运

算
。

对于气象场来说
,

S v D 方法比通常的对称方阵谱分解更为广义
。

据式 (7) 和 (1 0)
,

求解 S V D 运算并不困难
。

首先
,

对式(7 )
,

分别左乘 各
: 和 瓦

2 ,

并考

虑式 (1 0 )的关系
,

就可得到

(艺1 2艺i
: 一 又21 )L = o

(艺气
2
艺

1 :
一 又21 )M ~ 0

(1 2 )

上式中
,

瓦
2
乳

2

或乳
2
各

: 乃是对称方阵
。

故式 (1 2 )化简为求解对称阵的特征值问题
。

由式

(1 2 )相应的特征方程可得特征值

对) 雌 ) ⋯ ) 雌) 0 (1 3 )

它们相应的特征向量 L 和 M 也不难解得
。

3 S V D 模型的广义性和普适性

由式 (7) 至 (1 2 )求解 S V D 形式及其意义可见
,

它比通常的 CCA 计算方便
,

尤其是将

它引人气象场诊断分析则具有更强的普适性
,

以下举例证明之
。

例如

(l )广义 C CA

由 C C A 方法
,

当两个气象场协方差阵有矩阵式

T 一 艺五告艺12 艺云晋 (1 4 )

时
,

C CA 可化为求解方程
(T T

’

一 又, I)Z = o (1 5 )

它等价于对特征方程

}T 丫 一 又211 一 。 (1 6 )

求解特征值 * ,

) 几2

) ⋯ ) 凡) 0
,

这里 入即为典型相关系数
。

而 Z 一 成
,

乙
,

⋯
,

乙) 或后

一 (蔽
, ,

蔽
2 ,

⋯
,

蔽户) 则为相应的特征向量
。

它实质上就是典型相关变量在各个气象场上的

荷载系数向量 (只不过与原荷载向量相差某种比例因子
,

L
‘
一 艺浦z

‘ ,

从 一 艺护又 )
。

将

式 (1 5 )和 (1 6) 与式(1 2 )对照
,

不难看出 C C A 本质上就是 S V D 模型 的特例
。

若记为数学变

换或某种运算系统
,

于是有 sv D (艺户几
2
艺护) 与 c c A (乳

2 )的等价性
。

换言之
,

对两个气

象场的交叉协方差矩阵 c c A
,

等价于对矩阵 T 一 艺浦凡
2
艺护的 sv D

。

所以
,

sv D 是一种

广义的 e e A
。

(2) 基于 PC A 的 CCA 与 S V D 完全等价
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为减少气象场维数(当有大量网格点或站点 )
,

可对气象场先行 PCA
,

再以变换变量

(主分量 )作为相应的新变量场进行 CCA
,

这即是文献 [ 7〕所称的 BP 方法
。

即对于左场

X (1 ) 和右场 X (2 )
分别作主分量分析

,

就有 A (t ) = p
‘

X (l )
和 B (t ) = Q

‘

X (2 ) ,

其中A (t ) 一

[
a ,

(t )
,

⋯
, a :

(t )j
,

B (t ) = [b
,
(t )

,

⋯
,

b
,

(t )j为左右场的主分量
,

而向量尸 = (万
, ,

⋯
,

万
:

)
’

和

Q 一 晦
: ,

⋯
,

奋
,

)
’

为其荷载 (特征 向量 )
,

S 镇 m in (P
, ,

p Z )
.

以这 S 个主分量A (: )和 B (t )
,

作

1s女rr

为各自的新变量场
,

进行 C C A
,

就等价于对矩阵

一⋯{进行 sv D 运算
。

这里 忿
1 ,

= < 戈(1

滚飞
, , > = d ia g 伽

1 ,

(1 7 )

r o J

,

从 ) 和 定2 2 = < 戈〔2 )戈飞
2 )
> =

rlz气�气

di ag (月
; ,

⋯
,

夕
5 ) 分别为新变量场内部协方差阵

。

因为主分量为正交向量
。

故有对角化结

果
。

而矩阵

( 1 8 )

、

⋯
J

555口a口.

⋯
.

⋯
.

⋯
,曰n‘,�,�口叮:

12 - <

一⋯
:;:

La S I

则是两个新变量场的交叉协方差阵
,

式中元素 a,j 就是两组主分量的 时间协方差 <

a .

(t) 醉(t ) >
, i

,

j一 1
,

⋯
, : 。

显然
,

式( 1 7) 中矩阵元素
r。 - 今

振奴
正是左右新变量场之

间的标准化交叉协方差
。

所以
,

子实质是两个新变量场的交叉相关矩阵
。

对照式 ( 1 4) 并将

式 ( 1 7) 写为了一 定浦又
2
艺护 一 瓦

2 ,

于是
,

求解 c c A 的方程 ( 1 5 )又可化为

(友
1 2
友;

2
一 义, I )Z

’

= o ( 1 9 )

或

(反
1 2
尺;

2
一 又,

I )后一
。 ( 2 0 )

由上可见
,

经 PCA 的场戈
(1 ,
和 戈

(2 ,
进行 c c A 完全等价于对它们的交叉相关矩阵瓦

2

进

行 S V D
。

另一方面
,

从式 ( 1 5) 出发
,

也可证明上述结果
。

因取前
s
个主分量构成新变量场

,

在一定程度上是左右场 X ( 1 ) 和 X (2 )
的近似场或滤

波场
。

故有

至
1 2

= ( A ( t )刀
’

( t ) ) 、 p
‘

X ( 1 ) X ;
2 ) Q = p

‘

艺
1 2
Q

换言之
,

二
2
、 尸瓦

Z
Q

’ ,

同理可证艺漪、尸艺沂尸
’ ;艺护、 Q定扩Q

‘ 。

这里尸
、

Q 分别为左右场

主分量的荷载向量
。

根据式 ( 1 4) 和 ( 1 7) 的定义
,

代人上述关系
,

则有

T 一 艺五告几
2
艺云合、 尸定五告尸

‘ ·

尸瓦
ZQ

’ ·

Q艺云告Q
’

一 尸至石告又
2至云告Q

’

(2 1)

和

丁一 艺护乳
,
艺浦、 Q艺护Q

’ ·

Q瓦
1
尸

’ ·

尸定浦尸
‘
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一 Q至云告又
1

至五告尸

于是
,

T 丁 、 尸反: 2

凤
2
尸

’

根据 S V D 的存在性定理
,

必有

(2 2 )

(2 3 )

刀T T
’

Z 一 A Z
(2 4 )

因此有

Z
’

尸反, 2尺;
2尸

‘

Z 、 八,
(2 5 )

及1 2反;
: 、 尸

‘

Z 人22
,

尸

令 尸乞 一 Z
·

或 r 尸 一 Z
· ‘

则有方程

(2 6 )

(2 7 )

(反、2反;
: 一 又2了)Z

’

、 o (25 )

对照式 (1 5)
,

因有 Z 一 乏六L
,

在上式中就有 Z一
尸

’

乏直L
,

可见
,

在近似场的意义上
,

由

C C A 的求解方程
,

同样可得到与式 (1 9 )和 (2 0) 完全等价的结果
,

即在 PC A 基础上对左右

场所做的近似的 cc A 就是对它们的相关矩阵瓦
2
作 sv D

,

只不过
,

它们的左右奇异向量

Z
’

和 府
’

与原始场的左右奇异向量 L 和 M 相差一个比例因子
。

4 sv D 广义模型的应用特色
采用 Sv D 方法一般都针对两个气象场的遥联问题

。

其目的就是要寻求不同的奇异值

又; ,

k 一 l
,

⋯
,

P 所对应的特征向量 l, 和 m , ,

以揭示两个场之间的各种典型关联特征
。

现将

式 (3 )
、

(4) 分别写为逆变换式
,

即有

一 戈
〔, 。‘ 习U , (t )l

,

~ 戈(1 , 三 艺 v *
(, )m

,

(2 9 )

k = l ,

⋯
,

P P 簇 m in (P
l ,

P Z )

XX

Jr|||入|||!

显然
,

式 (2 9) 是原左右场的近似场
。

如前所述
,

U
。
(t ) 和 V

*
(t ) 为展开系数

,

而向量 l。和 m
*

(左右奇异向量 )称为分布型 (P
a t ter n)

,

每一对分布型及其相应展开系数就确定了两个场

藕合信号的一种模态 (m od
e )

。

S V D 方法有许多优点是通常 C C A 所不及的
:

(1) 它可最大限度地从左右场分离出相互独立的祸合分布型 l* 和 m
*
(它们各自满足

正交性)
,

从而揭示 出两个气象场所存在的时域相关性的空间联系
,

并由此找到真正的遥

相关型或关键区
。

而 C C A 中代表空间特征的权重系数向量 l* 和 m
,

并非为正交向量
,

但其

代表时间分量的典型变量 U
,

和 V
,

却为正交化向量
,

这就使得诊断气象场藕合信号的物理

解释并没有 S V D 意义清晰
;

(2) 两个场在空 间分布上联系的紧密程度如何
,

则 由代表祸合分布型 的时间分量

U
;
(t ) 和 V *

(t ) 之间的关系来确定
。

例如
,

模态相关系数
r ,

-
< U

,
(t )V

*
(t )

< U 孟(t ) >
‘/ 2 <

>

(t) >
1 / 2

可表明第 k 个模态两个场的遥联程度大小 (类似于 CCA 中典型相关系数 )
,

定义
“

同性相

关系数
”

凡
, -

< X (一) (t )U * (t ) > < X (2 ) (t )V , (t ) >

< x 圣
1 ) >

‘/ 2
< U 盖(t ) >

‘/ 2 及 R , -
< X圣

2 ) (t) > ‘/ 2 < V 圣(t) >
’/ 2来表明第
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》 \
一

分了久 夕

、、

吞了

V
.

、

、专 、

。

“叨
..

夕

图 h 第 1 模态与中国年降水量场 (左场)同性相关分布

翼翼翼戮戮
图 lb 第 1 模态与北太平洋年平均 SS T 场(右场)同性相关分布

k 个模态在自身气象场的贡献
;
定义

“

异性相关系数
”

H
l* ~

< X (1 ) (t )V
.
(t ) >

< X 圣
1 ) (t ) >

’/ 2 < V 笼(t ) >
‘/ ,

及 H Zk -
< X (2 )(t )U

*
(t ) >

< x 圣
2 )(t ) > ‘/ 2 < U 笼(t ) >

‘/ , 来表明第 k 个模态在另一气象场的贡献
。

可 以证

明
,

同性相关系数 Rl
;

或 凡
*

是一种非正交的向量
,

它的大小不但取决于该模态在给定场

的贡献
,

还与气象场自身相关结构有关
,

而异性相关系数 H
l,

或 H
Z ,

则表明模态系数与另

一气象场的交叉相关
。

可以证明
,

它的空间分布与相关奇异向量场一致
。

因此
,

它就定量

化标明了各个模态在给定气象场的重要性
,

且 H
l;

或 H , 各 自正交
。

此外
,

为了度量各模

态对两个场的交叉协方差阵的贡献
,

可引人第 k 个模态对平方协方差阵的贡献率
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,

已=1夕一p乏=

一一S CF 。 =
< U

, V *

>
2

}}二川异

及累积平方协方差贡献率

c sc F
,
一 身入/ 全邓 k 簇 p

. 一 1 正= 1

现以中国区域 (1 6 0 站 )降水量场与北太平洋 (2 8 6 格点 )SS T 场 (1 9 5 1一 1 9 8 9 年间 )S V D

分析为例
。

计算结果如下
:

对每一辆合分布型(模态)及其同性
、

异性相关分别给出空间分

布图
,

逐一分析各种遥相关模态及相应指标
,

就可较好地认识两者遥相关的特点
。

在图 1

中
,

绘出两场第 1 对藕合分布 (U , (t)
, V ; (t) )与左右场的同性相关系数的空间分布状况

。

它们的奇异值又
,
一 0

.

67 2
。

由图 1 可见
,

第 1 对藕合分布的敏感区(高相关)分别位于我国

华南和东南沿海以及东北北部
、

四川盆地一带
,

对应的海温敏感区在赤道东太平洋及中太

平洋和黑潮以东区域(中心值分别高达 一 0
.

8
,

0
.

4
,

一 0
.

5 )
。

这些遥联特征在一些研究中

曾被证实〔卜’。〕
,

例如
,

长江流域最为突出的敏感区
,

在图 1a 中也有所反映
。

我们在另文将

有详细探讨
。

5 小 结
(1) S V D 模型是一种普适性强的气象场诊断工具

,

本文从理论上作了详细推导证

明
。

(2) SV D 特别有益于分析遥相关型
,

它比 CCA 不但计算简便
,

而且更能从多方面

解释物理意义
。

(3 ) S V D 的应用前景广阔
,

分析内容丰富
。
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