
第 �� 卷 第 �期

��   年 � 月

气 象 学 报
� � � � � � � � � � � � � � �� � � �� �� �

� � �
�

� � ,

� �
�

�

� � �
� ,

� ���

用大气湍流资料计算 � � �� � � � � 指数和分数维
’

郑祖光 刘式达

�北京气象学院� �北京大学地球物理系 �

提 要

本文从浑沌 和奇怪吸引子的遍历理论出发
,

用大气湍流资料计算了 � �� � � �  ! 指数�� � �

和分数维数�� 刀 �
。

结果表明
,

在一定参数下
,

由所用资料算得第一 个 指 数 � � ,

为 � �
·

�一

� 。
�

�
,

尸� 为 �
�

�
。

根据计算结果讨论了大气运动的浑沌状态
。

引 言

在非线性的耗散的大气动力系统中
,

确定浑沌�� �
� ��  运动状态是很有意 义 的

。

用

� �� � � � � � 特征指数和分数维数等参量可以定性和定量地刻画大气运 动 的 特 征 包括浑

沌
。

计算特征指数 � � 的方法有两种
�

一是从微分动力方程计算 � � 谱
,

即 � � � 方法
�

二是基于浑沌和奇怪吸引子的遍历理论
‘’� ,

根据实验资料 作 出 � � 的 近 似 估 计
。

�
�

� �� ��
“�首先提出后一种方法

,

并对上述两种方法的结果加以比较
,

说明后一种方 法 的可

行性
。

分数维的定义和算法有很多种
,

我们认为关联维数的算法 〔�’比较适用于实验资料
。

最近几年
,

用实验资料计算和分析 � � 和 � � 的工作在国外发展很快
。

我 们 基于文献

��〕和 ���的算法
,

用大气观测资料首先作功率谱分析
,

一

然后计算 � � 和 � �
,

并对计算

结果进行分析
,

这对于进一步认识大气湍流 �或浑沌 �现象有一定的意义
。

二
、

� �� �� � � � 指数的计算

设在 � 维相空间中给定一个连续的动力系统
�

又� ��  ! ���

同时定义一个切空间矢量 � 以及切空间矢量的方程
�

命���� � �� �� ��� ���

上面两式中带
“ 。 ”

表示对时间 � 的微商
,

而

本文于 ��� � 年 � 月 � 日收到
,

�� !年�� 月 � 日收到修改稿
。

本文是国家自然科学基金资助项目
。
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了�‘�一

器 �� �

为 �� � � � �矩阵
。

对方程 ���和 �� �联合求解
,

在给定初条件�
。

和 �
。

下解得
�

� ���一 �
‘

�
。

� �� � � 了

,

� �
。

���
·

�
。

�� �

式中� 表示相空间的轨道
,

沙是尹 的微分
。

如令

。“�� �一〔亡
·

�, �
�

亡���」告 �� �

则按遍历理论
,

在一定条件下矩阵 艺的 。 个本 征值就是轨道尹 的 � 个 � �� � � � � � 指

数
,

� � , � � � �》…多 � �
� 。

� � 谱的意义在于
,

用遍历理论观察初始时刻一个任意小

的 。 维球体在长时间内演变时
,

由于流动局部变形 �膨胀或收缩 �的不均匀 性
,

这个球将

变成不定形状的 饥 维椭球
,

它的第 � 个轴向量长度的平均变化 率就 是 第 � 个特征指数

� �
, 。

显然
,

若 � �
、

� 。,

说明该轴趋于膨胀
。

对于一个耗散 的动力系统
,

若含一个以上正

指数
,

则系统存在奇怪吸引子
,

由任意一种不确定性所规定的系统初态经过长时间演变后

无法预测其状态
,

亦即浑沌
。

长期过程的不可预测性的含义就在于此
〔“’。

我们计算所用的资料是中国科学院大气物理所用 � � �� � � �� �
� � ��� � 在北 京 观 测

得到的
。

时间是 ���� 年 � 月�� 日 �� 时
,

风速取样间隔是 ��
。

本文列出的计算 结果是用

其中 � 方向风速分量的时间序列得到的
,

记为� ���
,

单位是� ,��
,

样本容量 � 一 �� ��
。

计算分三步
�

�� 对时间序列 � �� 作功率谱分析
,

以考察其是否具有 湍 流 �浑沌 �性

质
� �� 由时间序列构造一个 �嵌人的� � 维的相空间 � 仍 � �� 在 � 协

中计算 � 刃 指数
。

首先
,

我们用 � � � 方法对 � �� 作功率谱分析
,

图 � 即是谱图的一部分
。

图 � 大气观测资料序列 � ����风速分量 �的功率谱 图

�序列
一

长度 � � � !� �横坐标是频率 。 二

�� 一 �
,
�

,

… ��纵坐标是。
、
�

� ,
�

�

是对应于。孟

的功率�

从图 � 看出
,

它具有 �弱�湍流运动功率谱的特点
,

小幅度的波动夹杂着不规则的尖

峰
。

为了看清楚这个特点
,

列出一段数据于表 � 中
。
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因此可以认为

,

计算所用的资料反映出当时大气运动处于湍流或浑沌状态
。

为了用离散时间点上风速分量的实测序列 X (t) 算出特征指数 L E
,

要重建或嵌人 m

维相空间 R
仍 。

如取 m 一 3
,

R
“
中的点 矶 与原序列 X (t) 的关系是

:

{
Yo 一 「

·
(‘

。

,
, ‘

Yl = 〔二 ( t

( t
l
)

,
x

(
t

Z

) 〕

(tZ)
, x

(
t
3

) 〕

乙
一 :

= 〔
二
( t
二 一 :

)

, x

(
t
, 一 ,

)

,
x

(
t
,

) ]

( 6 )

1

.沪
1

1

1

‘

按照 F
.
T ak ens 的观点

,

时间序列按某个滞后时间
: 重新构造一个相空间 R

价
后

,

能

得到一个吸 引子
,

它的 L E 指数谱与原序列吸引子的 L E 指数谱相一致[
”’。因此

,

由大气

湍流资料重构的新空间中
,

奇怪吸引子的性质不会改变
。

我们已从功率谱分析证实所用

的序列反映出大气的浑沌状态
,

所以 R 3中 L E 指数谱的第 1个指数 L E
;
应大于零

,

下

面就要把 L E
;求出来

。

为此
,

在初始时刻(云
。

) 取 Yo 作为基准点
,

在余下的空间点中挑出与Yo 距离最近的点记

为式
,

得 到 线 段 Y
oY 二

,

其长度为 L
l(t

。

)

。

下一时刻(t
:)基准点传播到 Y (t

。十 T )
,

T

是演变步长
,

此时式则沿着通过该点的轨线转移到 Y, (t
。

+ 少)
,

新线 段 Y (t
。 十 T ) Y

‘

(t

。

下药一的长度为 L
l(t 1)

,

见图 2
。

这样
,

经过第一步演变(s teP 一 1) 后
,

初始时刻所规定

的线段长度由 L
l(t

。

)变为 L
:(tl)

,

由前述原理知
,

长度的变化由 L E
;
来表征

,

故在第一

步有
:

L “11一

责
‘。9 2

姗
(7)

若 L E
, 1

> o
,

表示线段伸长
。

计算中为避免伸长累积导致计算精度下降乃至于溢出
,

规

定伸长上限
,

当伸长超过此限则寻找替换点 Y’
‘

(t

。
十 , ) 来取代 Y, (t

。
十 T )

,

接着考察替

换线段Y (t
。
十 T ) Y

“
(
‘
。
十 T )的长度 L ;(t

,
) 在下一步(st eP 一 z) 的变化

。

替换点应取在 基

准轨线附近
,

替换线段的长度 L 飞(t
l)以及与原线段的偏离角度 0

:
都应当最小(对于相空

间的其它点而言 )
。

演变逐步进行直到基准点传播到点集{矶}的终点
,

最后取特征指数的

平均值作为 L E
I的近似估计

:

L E 」一
1

t。一 t
o
井

,

Ll (t. )

分
’0

9
2
1 五不万

we (8)
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咨

y (to + 3 T )

11 ( to )

二 t o

图 2 相空间中在 ‘二 活
。

时刻取定线段的演变过程和替换过程示意图

式中 S 是演变总步数
,

t

名

= S T

,
L E

I的单位是 bi ts /s
,

即单位时间的信息量
。

三
、

L E
I

指数计算结果及分析

我们取 N
, 了 ,

T

,

S

,

m 为参数
,

在不同的参数值下计算 L 君
1 ,

所得的结果部分列 于表

2 中
。

图 3 给出不同参数值下 L E
I
随演变步数 变化的曲线

,

该曲线形式具有普遍的意

义
。

分析计算结果表明
:

1
.
L E ,

> 0
,

这与理论分析是一致的
。

当 1n 二 3 时
,

不同参数值下 L E
, 数值在 十 0

.
1

一 十 0
.
4 之间

。

2

.

L E
I

与步数有密切的关系
。

从图 3 看出
,

随着步数增大
,

计算值由前儿步 的很大

数值急降
,

转为缓降
,

而后趋于稳定少变
。

这种现象说明计算方法是有效的
,

经过一 段 时

间后可以收敛
;
如果系统存在 L E

,
> o

,

就可以用适当的方案把它估计出来
。

3

.

L E
,
与原序列的长度 N (或转化为嵌入空间的点数)有一 定 的 关 系

。

表 2 中当
: = 1

,

T = 1 0 时
,

N
一 5 1 2

,

L E
I 一 0

.
3 5 3 ; N 二 1 0 2 4

,

L E
, 二 0

.
1 9 2 ;N = 2 0 4 8

,

L E
, 二 0

.
1 9 1 ;

N = 4 0 9 6
,

L E
;

= 0

.

1 2 5

。

这说明
,

对于截取长度不同的序列
,

L E
,
的数值有所差别

,

一般

表 2 不同参数
*
值下特征指数L 君

:
(单位

: bi ts/s)的计算值

5

;

2 5

;

2 5

;

2 5

;

2 5

;

2 1024 1024 1024 1024 2。

:

‘ 2。

;

8N仍
r

T
_

L 刀 1

1 0

0
。

3 5 3

2

0

.

3
3

2

。
.

:

6 。

0 38 9 0
.
3 9 0

。,

:

。2 5

0
.
1 2 0

。
.

:

2 。

1

。,

:

5 3 。,

:

。, 。2

:

5。

T

L 君 、

2 0 4 8

3

2

2 0

0
.
1 0 5

2 0 4 8 2 。

:

8 2 0 4 8

1 0

0 19 7

1 0

0
.
0 8 9

1 0

0
.
0 7 0

2 0 4 8

5

2

2 O

0
.
0 6 5

2。

;

8 ‘。

:

6 4 0 9 6 ‘。

:

6 ‘。

:

6N仍
了

1 0

0
.
0 7 7

1 0

0
.
1 2 5

。2

:

1 5 。‘

:

1 。 。,

:

5 7

申 万是原序列长度
, 饥 是嵌入空间的维数

; T是滞后时介心 T 是演变步长
; L E :是第一个L E 指数(bi t

s
/
s)

。
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NNN 二 挤096塑 = 333

{{{
T = l ’

r
=

1 000

}}}

:

:

:

1 2

:

二‘
。。

图 3 不同参数位下 L E
,

指数与演变步数
stop的关系

(13。步以后变化很小
,

略绘 出
。

N
= 4 0 9 6的两条线在 A 处以右基本重迭 )

说来
,

序列短
,

L E
,大些

。

还可以从图 3 中 N 一 5 12 和 N 一 理0 9 6 两条 线看 出
,

当 m
,

:
,

T

相同时
,

这两条线很接近
,

根据前面第 2 点分析
,

由于资料短而 步 数 少 (N 一 51 2
,

s 二 50
;

N 一 40 9 6
,

S 一 4 09 )
,

所以 L E ;的平均值较大
。

从 L E :的变化幅度看
,

序列 较 短
,

L E
;

变

化较小
。

4

.

当取相同的 N 和 饥 时
,

L E
:与 二 ,

少 的关系不明显
。

考察图 3 中 N 一 4 0 9 6 ,

饥 =

3 时
,

二 二 1
,

望 一 10 和 : 一 2
,

, 二 加 两条线在 2叻 步以内的变化可知
,

前者在切步以后L E
,

降到 。
.
1 以下

,

而后者20 步以后就降到 。
.
1 以下

.
从那以后

,

二者的变幅都很小
,

1
10 步以

后都稳定在 。
.
02 附近

。

5

.

当 饥 变化而其它参数取定时
,

L E
,
与 。 的关系

。

例如表 2 中 N = 2048
, r 一 1 ,

,

= 2 0时
,

。 一 3
,

4

,

5
,

6

,

相应的 L 甲
1为 0

.
291 ,

0

.

2 9 7
,

0

.

0 8 9

,

0

.

0 7 7

,

随着 m 增大 L E
;
有 减

小的趋势
,

但符号保持不变
。

6

.

线段长度的变化过程
。

计算中用到长度比 L
K :

L K
1 咨

,

L
l

(
t

:

)

一不么
’。9 2 了五不二了 (9)

其中K 是步数 (K 二 1
,

2

,

…
,

泞)
。

L
、

表示在前 K 步所规定的线段随时间按对数增长的累

积结果
。

相 邻两步的 L
、

与 L 、 一 1 反映线段的伸缩
,

而线段长度的变化过程
,

则由图 4 所

示
。

图 4 是 N 一 4 0 0 8
,

拼 一 3
,

: 一 1
,

少 一 10 的 L
、

( K
一 1

,

2

,

…
,

4 0
9) 演变的情形

。

从图上

大体看 出
,

23
。步以前

,

L
二

值在 2
.
。一5

.
。之间

;230 到 35 。步
,

L
K

增 大到 5
.
。一8

.
0;35 0

步之后有些减小但仍维持较高值
。

这说明
,

在基推轨线附近的足够短的线段
,

随时间而拉

长
,

因而与基准轨线紧邻的轨线随时间而拉开距离
,

趋于辐散
,

这正是浑沌状态的基本特
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steP

图 4 长度比 L
K
与演变步数

:teP 的关系

征
。

线段在整个演变过程中固然有时缩短
,

但长时间内伸缩行为的总效果是加快伸长
,

平

均而言就有 L E
,
> 。

。

四
、

分数维数的计算

在浑沌和奇怪吸引子的遍历理论中
,

除了上述特征指数外
,

分数维是又一个重要的概

念
。

文献[4〕从大气动力学的角度讨论维数问题
,

指出在准二维(小尺度)和准三维 (大尺

度)大气运动之间不存在维数的过渡
,

理论和经验上得到大气运动的维数是分数(f
rac tal )

,

尸 D 二 2 3 / 9、2
.
56 。 因此

,

大气结构既不是
“

平面
” ,

也不是各向同性(维数分别是 2 和 3)
,

但经常表现出这两方面的特性
。

分数维还可以同 K an de lb
rot (1974

。

)

〔了’
提出的

“

间歇性
”

联系起来研究大气湍流问题
。

文献[5〕指出
,

奇怪吸引子具有分数维的典型特征
,

并且提

出用时间序列也可以对分数维作出近似估计
。

我们基于[5〕的思路
,

计算关联维数 D
,

用

来估计 F D
。

我们所用的时间序列仍然是前面计算L E 用的大气湍流资料 X (t)
。

首先
,

沿用前面

的方法
,

由 X (t) 重构相空间 R
仍 ,

点集{艺}与原序列的关系亦是 (6) 式
。

然后
,

定义关联函数 C (
;)
:

C (:)三 1im
N 刀 , 目

1

N 吴乙
H (, 一 IY

‘
一 Y

,

l )
(

1 0 )

‘
,
万= l

式中 N
*
是 矶 的总点数

, : 一 】矶一鱿卜Z 表示 R m( 这里取 饥 = 3) 中两个点 矶 与 矶的

距离与给定的距离上限
犷 之差

,

H (
z

) 是 H eavi side 函数
:

= 1 ,
Z

>
O

= O
,

Z
<

O

r,砍邵L

ZH



郑祖光等
:
用大气湍流资料计算 Lyapu nov 指数和分数维

对于很小的:
,

成立

即 C (: )与 犷 的指数幂成正比
。

指数
v

V

C (:)二:
v

( 11)

是双对数图 log
ZC ( , )

,

to
g

Z

(

,
) 图上直线的斜率

:

logZC (:)
1092(, )

并且定义满足 (11) 或(12)式的
v 为关联维数 D

, ,

作为分数维 F D 的近似值
。

湍流运动
,

我们通过物理考虑和上机调试
,

选取了适当的距离上限
: 。

(
1 2

)

对于大气

五
、

不刃 的计算结果及分析

我们取 N 和 犷
为参数

,

计算分数维的部分结果由图 5 和表 3 给出
。

I
o g Z e

(
r )

表 3 关联维数D
r
与参数N

, 了的关系

一5120.4�N 1512 512}512!1024110241204814096
.5 10.7

D ,

}
2

.

1 3 6

.

0 8 5 1 2

.

6 8 8 】2
.
19 2 12

.
68 5 12

.
3 0 712

.
2 73

图 5 双对数图1
0 9:C (

,
)

,

1
0

9
。

(

:

)

( 曲线 A 表示N “ 5 1 2
,

B 表示N = 1024
,

曲线 C
,

D 只标其起点
* )

分析计算结果表明
:

1
.
由(10)式知

,

0
( C (

犷
) 镇1

,

因而 lo gZC ( ,
) ( 0

,

当 fo gZ(:)< 0 时
,

由(16 )式知 F D 士 y >

。
。

从表 3 看出
,

取 :一 0
.
1 时

,

对序列 X (t)

截取不同长度 N
,

得到 F D 在 2
.
1一2

.
3

之间
。

对于取定的 N
,

由 不 同 的 : 算 出

F D 在 2
.
1一2

.
7 之间

。

2

.

由双对数图 5 知
,

随着 109
2( , ) 增大

,
l
og

Z
C

(

:

) 值由急升转缓升而后趋向于零
。

这

说明
,

关联函数 C (:)随 犷 的增大呈指数增长且趋近于 1。 注意到图 5 上有一 段近于直线

的 E F
,

它所对应的
7
值区间内更符合 (12)式

,

这一段的斜率即分数维 F D 一 2 1 / 9、2
.
3 ,

这个结果与文献 [4] 和 [5」的结果相近
。

3

.

对于同一个时间序列的不同截取长度 N
,

得到的结果是很接近的
。

图5上 A 和 B 两

条线分别对应 N 二 5 12 和 N 一 102 4
,

二者在 109
2(:)> 0 范围内趋于重合

。

图上C 和D 代

表 N 二 2 0 4 8 和 N 二 4 0 9 6
,

它们与 N 一 1 0 2 4 那条线很接近
,

为了避免线条之间交叉重迭
,

图上没有给出 C 和 D 两条线
。

、卜~
六

、

结 束 语

1. 用微分方程描述动力系统并且由此计算特征指数以刻画系统的状态
,

在很多情形
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下有其局限性
,

因此
,

直接根据对系统观测的资料来计算特征指数和分数维数有一定的意

义
。

2

.

本文用大气湍流资料得到 L E
;
为0
.
1一 + 0

.
4 ,

F D 为 2
.
3 。

根 据 计 算 L E 的原

理
,

若在初始时刻取足够小的一个面积或体积
,

然后考察它们在长时间 内的演变
,

则可以

得到 L E ;十 L E
:
或 L E

I+ L E :十 L E
3 。 根据计算 F D 的原理

,

若取 嵌人空间的维 数 m

不同
,

则可以得到相应的分数维
。

本文为了与其他作者的结果作对比
,

也取 m 一 3
。

3

.

计算得到的 L E
, 和 F D 从不同角度表征了大气湍流的浑沌性质

,

为我们研究大

气运动和湍流提供了新的途径
。

分数维不但反映了湍流的自相似结构
,

而且它和 L y
ap u 一

n o v

指数有内在的联系川
。
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