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摘　要　平流计算的精度对数值模式的结果有着重要影响。如何在半拉格朗日模式中发展高阶精度的标量平流计算方案是

提高半拉格朗日数值模式精度的重要问题。文中采用计算流体力学中一个新的高精度正定保形的物质平流方案，通过映射

单元格方法将其与半拉格朗日模式结合起来，既保留了半拉格朗日时间积分方案中积分时间步长大、计算效率高的特点，又
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发挥新方案高精度正定保形的平流计算优势。该新的标量平流方案是基于分段有理函数的高阶Ｇｏｄｕｎｏｖ方案的变形，称之

为ＰｉｅｃｅｗｉｓｅＲａｔｉｏｎａｌＭｅｔｈｏｄ（ＰＲＭ）。此方案简单、实用，易于编程，可保持平流物理量的守恒。通过一维、二维理想试验，并

与ＰＰＭ（ＰｉｅｃｅｗｉｓｅＰａｒａｂｏｌｉｃＭｅｔｈｏｄ）和采用三次插值的半拉格朗日方案试验结果对比分析，表明物质平流方案对于空间变化

幅度大的物理量具有较高的平流计算能力。与三次拉格朗日插值相比，物质平流方案的耗散性更小。与ＰＰＭ 方案相比，两

者有不少相似之处，平流效果也几乎相当，但物质平流方案中采用的有理函数的保凸特性，且不需要界面值调整，在实现上相

对简单。另外，通过将物质平流方案应用到ＧＲＡＰＥＳ模式中的球面坐标系下的理想试验，进一步确认了物质平流方案的优点

及在ＧＲＡＰＥＳ模式中的可行性。

关键词　平流，半拉格朗日，高精度，正定保形

中图法分类号　Ｐ４５６．７

１　引　言

平流是大气运动的基本过程。针对平流计算方

案的研究一直是研究发展数值模式的重要内容。平

流计算的精度对数值模式的结果有着重要影响。在

大气数值模式中，通常需要求解一些标量（如水汽

等）的平流输送方程，这些标量场由于空间变化幅度

大，分布存在大梯度和强间断，因此通常的平流输送

数值计算方案难以给出较为准确的解。例如，直接

采用二阶或更高阶精度的平流计算方案时，会带来

虚假的振荡和负值，并且存在着难以接受的频散误

差，这将破坏标量场固有的空间分布特点和守恒性。

随着数值模式分辨率的提高尤其是在发展千米尺度

的数值预报模式中，水物质的不连续、强梯度的现象

更加突出，对平流计算精度的要求也越来越高。因

此，高阶精度保形正定的平流计算方案对于提高数

值模式的模拟预报精度具有重要意义。对于气候数

值模式而言，计算水汽等标量场不仅要求高阶精度

保形正定，守恒性也是考虑的重要内容。所谓标量

场的保形平流计算方案就是在离散计算时尽可能地

保持这些标量的空间分布特点和输送特性，使离散

解保持与连续性方程解的形状相关的某种属性，这

类属性有很多称呼（如：正定、单调和无振荡），但原

则上都等价于保形。

针对欧拉方法的平流计算，研究者发展了很多

较高精度正定保形方法，比如高阶精度的Ｇｏｄｕｎｏｖ

方法。它是由原来一阶精度 Ｇｏｄｕｎｏｖ差分格式改

造而成的。其中，以ＶａｎＬｅｅｒ（１９７９）设计的二阶精

度（ＭＵＳＣＬ）方案以及 Ｃｏｌｌｅｌｌａ等（１９８４）设计的三

阶精度（ＰＰＭ，ｔｈｅＰｉｅｃｅｗｉｓｅＰａｒａｂｏｌｉｃＭｅｔｈｏｄ）方

案为代表。其中，ＰＰＭ为了强制单调而采用的比较

复杂的单元界面值的调整。中国科学家发展的欧拉

格式正定保形平流方案在中尺度数值模式中得到了

有效应用。宇如聪等（１９９４）针对暴雨模式的水汽平

流处理，提出了一个两步保形方案（ＴＳＰＡＳ，ａｔｗｏ

ｓｔｅｐｓｈａｐｅｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇａｄｖｅｃｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ），该方案是

结合ＬａｘＷｅｎｄｒｏｆｆ二阶精度方案和迎风格式的混

合平流输送方案，有效地改进了暴雨中尺度数值模

式中的水汽计算。谢邵成（１９９１）在Ｓｍｏｌａｒｋｉｅｗｉｃｚ

（１９８３）方案的基础上，从半拉格朗日思想出发，设计

出一种新的正定平流方案，并应用到当时中国国家

气象中心细网格有限区域业务预报模式（ＦＬＭ）当

中，改善了出现负水汽的问题，使水汽平流计算更加

合理。葛孝贞等（１９９７）将高精度正定水汽输送算法

（Ｐｒａｔｈｅｒ方案和Ｂｏｔｔ４阶方案）引入 ＭＭ４中尺度

模式中，研究结果表明对暴雨的模拟能力有所提高。

２０世纪８０年代以来，半拉格朗日平流方法被

广泛用于气象数值模式中（Ｒｏｂｅｒｔ，ｅｔａｌ，１９８５；

Ｔａｎｇｕａｙ，ｅｔａｌ，１９８９，Ｒｉｔｃｈｉｅ，ｅｔａｌ，１９９５）。半拉

格朗日处理平流的方法发展至今，显示出了与欧拉

方法相当的精度，且具有较高的计算效率和较小的

频散（Ｓｔａｎｉｆｏｒｔｈ，ｅｔａｌ，１９９１；Ｐｅｌｌｅｒｉｎ，ｅｔａｌ，１９９５），

同时，半拉格朗日方法也能够较好地抑制大梯度处

的误差。但是，相对于欧拉格式而言，半拉格朗日平

流格式普遍存在的问题是，由于内插造成物理量，如

总质量、总能量等缺乏守恒性，给长时间数值积分带

来误差（陈嘉滨等，２００４），此外，在大梯度和间断附

近的标量场的计算中仍然存在计算精度和保形问

题。Ｂｅｒｍｅｊｏ等（１９９２）设计出一个有效、简单的算

法使得传统的半拉格朗日转化为准单调半拉格朗日

方案（ＱＭＳＬ），消除虚假的极大和极小值。该方案
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基于如下考虑：在足够平滑的区域，方案采用高阶插

值近似；反之，在不太平滑的区域，采用高阶方案会

出现上冲或下冲的问题，为了更好地考虑真值的正

定单调属性，加大了方案中线性插值的权重，但这样

实现的单调是以降低计算精度为代价，同时也很难

保持守恒性。随后，有一些研究来继续发展单调半

拉格朗日方案以及守恒的单调半拉格朗日方案

（Ｐｒｉｅｓｔｌｅｙ，１９９３，Ｂｅｒｍｅｊｏ，ｅｔａｌ，２００２），如何在半

拉格朗日模式中发展高阶精度的标量平流计算方案

也是提高半拉格朗日数值模式精度的重要课题，一

直备受研究者的关注。

中国气象局新一代中尺度数值预报 模 式

ＧＲＡＰＥＳ＿Ｍｅｓｏ采用的半隐式半拉格朗日方案可

同时兼顾计算精度、计算稳定性和计算效率（薛纪善

等，２００８）。水物质的平流计算采用准单调半拉格朗

日平流输送方案（Ｂｅｒｍｅｊｏ，ｅｔａｌ，１９９２）。该模式具

有较完整的物理过程，能够很好地模拟预报中国汛

期雨带的变动和主要降水事件，但是存在总体预报

降雨强度偏弱、强降雨中心漏报较多的问题。对于

降水数值预报而言，如何提高模式中像水物质这样

具有不连续分布和大梯度特点的大气物理参量的平

流计算精度，是影响降水预报效果的重要因素。如

前所述，ＧＲＡＰＥＳ模式采用半拉格朗日方案计算水

物质平流，在水汽梯度较大的地方有可能由于平流

计算精度的问题而影响降水预报的效果，因此，研究

高阶精度的标量平流计算方案不仅对进一步发展半

拉格朗日数值模式有普遍意义，而且也是改进

ＧＲＡＰＥＳ降水预报效果的重要途径之一。另一方

面，梅雨强降水是中国汛期天气的主要特点，大气下

层水汽水平梯度大是梅雨锋的主要特点，因此对中

国夏季降水的数值预报而言，研究高精度的水物质

平流计算方案尤显重要。本研究结合计算流体力学

的最新研究成果，在ＧＲＡＰＥＳ模式中实现适合于半

拉格朗日模式的高精度正定保形的物质平流方案

（Ｘｉａｏ，ｅｔａｌ，２００４）。

本文通过一维、二维理想试验，以及将物质平流

方案应用到ＧＲＡＰＥＳ模式中的球面理想试验，确认

物质平流方案的优点及在ＧＲＡＰＥＳ模式中的可行

性，简单介绍物质平流方案及其在ＧＲＡＰＥＳ模式中

的实现方法，给出理想试验结果及分析。

２　物质平流方案

２．１　物质平流方案简介

物质平流方案（Ｘｉａｏ，ｅｔａｌ，２００４）是一个高精

度、正定保形的方案，非常简单、实用，易于编程，并

且计算效率高，在流体力学中有广泛的用途。在很

多方面可以与ＰＰＭ 相媲美，如计算精度和保形。

物质平流方案是ＰＰＭ 的变形，用分段有理函数代

替了ＰＰＭ中分段抛物线函数。利用有理函数保凸

的性质，可以得到较少振荡的数值解，同时避免了

ＰＰＭ中强制单调而采用的单元界面值的调整。此

外，物质平流方案采用的是通量方程，这样可以保持

平流的守恒性。

考虑一维无辐散守恒平流方程

犳
狋
＋
犳狌

狓
＝０ （１）

其中，狋为时间，狓为空间坐标，狌为特征速度，犳为

所要输送的物理量。事实上，方程（１）就是关于

犳（狓，狋）的守恒定律的数学表达式，是欧拉通量形式

的守恒方程。若犳为空气密度，方程（１）即为连续

方程，描述的就是质量守恒定律。

首先，将式（１）两边在单元格［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］内

积分，移项得到

Δ狓
犳犻

狋
＝－［（狌犳）犻＋１／２－（狌犳）犻－１／２］　 （２）

其中

Δ狓犳犻＝∫
狓犻＋１／２

狓犻－１／２

犳（狓，狋）ｄ狓 （３）

（狌犳）犻＋１／２－（狌犳）犻－１／２ ＝∫
狓犻＋１／２

狓犻－１／２

（犳狌）

狓
ｄ狓 （４）

Δ狓犻＝狓犻＋１／２－狓犻－１／２，犳犻表示第犻单元格输送量的积

分单元平均值，（狌犳）犻＋１／２、（狌犳）犻－１／２表示通过第犻个

单元格［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］左右边界的通量。

对式（２）进行时间积分［狋狀，狋狀＋１］，可以得到

犳
狀＋１
犻 ＝犳

狀
犻－　　　　　　　　　　　　　　　　

１

Δ狓∫
狋
狀＋１

狋
狀
（狌犳）犻＋１／２ｄ狋－∫

狋
狀＋１

狋
狀
（狌犳）犻－１／２ｄ（ ）狋 （５）

犳
狀
犻 表示第狀时刻的单元格［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］的积分平
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均值，由∫
狓犻＋１／２

狓犻－１／２

犳（狓，狋
狀）ｄ狓 ＝ Δ狓犳

狀
犻 确定，即犳

狀
犻 ＝

１

Δ狓犻∫
狓犻＋１／２

狓犻－１／２

犉犻（狓）ｄ狓，其中，犉犻（狓）表示狋
狀 时刻在单元

格［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］的函数分布形式。

在ＰＰＭ方案中，犉犻（狓）表示为

犉犻（狓）≡犘犻（狓）＝犪犻＋犫犻（狓－狓犻－１／２）＋　　　

犮犻（狓－狓犻－１／２）
２ （６）

狓∈ ［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］

抛物线函数犘犻（狓）在大梯度附近会产生上冲或下冲

现象，为了消除这种数值解的振荡，ＰＰＭ 方案对相

邻单元格间的界面值进行了调整。

物质平流方案则是采用如下有理函数代替式

（６）。

犉犻（狓）≡犚犻（狓）＝ 　　　　　　　　　　　　　

［犪犻＋２犫犻（狓－狓犻－１／２）＋β犻犫犻（狓－狓犻－１／２）
２］·

［１＋β犻（狓－狓犻－１／２）］
－２ （７）

狓∈ ［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］

犉犻（狓）可以由已知的犳
狀
犻 和插值得出的犳犻－１／２、犳犻＋１／２

构造得出（方案的具体实现见附录Ⅰ）。

２．２　物质平流方案在半拉格朗日平流计算中的应用

物质平流方案不仅具有高精度正定保形的优

势，而且方案简单易行。与欧拉平流方案相比，通常

的半拉格朗日平流方案具有计算效率高、频散小的

特点，但不能保持被输送量的守恒（Ｐｅｌｌｅｒｉｎ，１９９５；

Ｒａｎ̌ｃｉｃ＇，ｅｔａｌ，１９９２），且在物理量分布不连续区域，

平流计算精度不高。如果将物质平流方案应用在半

拉格朗日平流计算中，既可以保留半拉格朗日时间

积分方案中积分时间步长大、计算效率高的特点，又

能发挥物质平流方案的优势和保持守恒性。

为了达到此目的，出现了一种新的半拉格朗日

方法———“积分单元格”半拉格朗日方法（Ｃｅｌｌｉｎｔｅ

ｇｒａｔｅｄｓｃｈｅｍｅｓ，Ｒａｎ̌ｃｉｃ＇，ｅｔａｌ，１９９２），也称映射单

元格方法。其基本思想是把单元格的积分平均值作

为平流的物理量，“到达单元格”内第狀＋１时刻的物

理量积分值对应的是上游点的“出发单元格”内第狀

时刻的物理量积分值。整体单元格的映射保证了输

送量的守恒（推导参见附录Ⅱ）。出发单元格的物理

量可以采用某种假设的空间分布函数在对应的上游

单元格进行积分计算得到。

Ｒａｎ̌ｃｉｃ＇等（１９９２）曾将ＰＰＭ 方案应用到二维笛

卡尔坐标系下的半拉格朗日平流计算中。Ｌｉｎ等

（１９９６）提出的通量形式的半拉格朗日方法也属于类

似方法。然而，“积分单元格”半拉格朗日方法虽然

避免了通常半拉格朗日方法的守恒性问题，但也有

不足之处，最主要的缺点是它的复杂性、计算代价也

随着问题从一维到二维、到三维的增加而增加。

基于上述讨论，本研究在ＧＲＡＰＥＳ模式中发展

一个以物质平流方案为基础的单元格积分的半拉格

朗日平流方案。另外，“积分单元格”半拉格朗日方

案扩展到多维时面临算法的困难，本研究采用修正

的分维算法（Ｃｌａｐｐｉｅｒ，１９９８）成功地实现了基于物

质平流方案的半拉格朗日平流方案。

３　理想试验

将物质平流方案应用到ＧＲＡＰＥＳ模式之前，有

必要对其精度、耗散性、频散性等特点作进一步的验

证，同时与ＧＲＡＰＥＳ模式中目前的平流方案进行对

比。为此，设计了３组理想试验，包括一维、二维和

三维的球面试验。由于二维试验得到的结论与一维

类似，这里只给出一维和三维的结果。

为了定量检验数值试验的结果，定义总误差

犈ＴＯＴ，即方差为

犈ＴＯＴ ＝
１

犖∑
犖

犻＝１

（犳
狀
犻－犳

ｅｘａｃｔ
犻 ）２ （８）

其中，犖 是格点数，犳
狀
犻 是第狀时刻第犻单元格平均

值，犳
ｅｘａｃｔ
犻 是第狀时刻第犻单元格平均值的真解。

总误差又可以分为耗散误差和频散误差两部分

犈ＴＯＴ ＝犈ＤＩＳＳ＋犈ＤＩＳＰ （９）

其中，犈ＤＩＳＳ＝［σ（犳
狀）－σ（犳

ｅｘａｃｔ）］２＋（犳
狀－犳

ｅｘａｃｔ）２，

犈ＤＩＳＰ＝２（１－狉）σ（犳
狀）σ（犳

ｅｘａｃｔ），犳
狀 表示平均值，σ（犳

狀）

表示标准差，狉表示犳
狀 与犳

ｅｘａｃｔ的相关系数。

３．１　一维试验

为了考察物质平流方案对强梯度分布的物理量

的平流计算能力，一维试验中考虑了平流问题方程

（１），并选择三角波和方波两种初始分布状态，与

ＰＰＭ和采用三次插值的半拉格朗日方案进行对比

分析。ＰＰＭ方案如式（６）所示。采用三次插值的半

拉格朗日方案表达式

犙（狓）＝∑
４

犻＝１

犆犻（狓）φ犻 （１０）

其中，犙（狓犼）＝φ犻为４个格 点中 任意 一个值，
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犆犻（狓）＝
∏
４

犽≠犻

（狓－狓犽）

∏
４

犽≠犻

（狓犻－狓犽）

。

在试验中，取均匀格距Δ狓＝１．０，区域格点数为

７０，３个平流方案积分时间保持一致。为了检验该方

案的数值频散性质，计算在不同柯朗数条件下的物理

量输送以及总误差、频散误差、耗散误差。当柯朗数

为０．０２时，时间步长ｄ狋＝０．０２，积分１０４００步；当柯

朗数为１．０４时，时间步长ｄ狋＝１．０４，积分２００步。

３．１．１　三角波试验

初始条件为

犳（狓，０）＝
１．０－

狘狓－２０．０狘
１５．０

　５．０≤狓≤３５．０

０　　　　 　　　　

烅

烄

烆 其他

（１１）

狌（狓，０）＝１．０ （１２）

　　经过相同的时间积分，３个方案在不同柯朗条

件下解的分布（图１）表明，物质平流方案对被输送

量的分布形状整体效果保持的最好，既不会出现３

次插值的半拉格朗日方案对振幅的衰减较大的情

况，同时又比ＰＰＭ 在迎风方向产生更小的形变。

在对应的误差图（图２）中，可以发现物质平流方案

的误差最小，表明物质平流方案效果较好。

图１　三角波采用３种不同平流方案的数值平流试验结果

（ａ．半拉格朗日方案，ｂ．ＰＰＭ方案，ｃ．物质平流方案。实线表示真解，长虚线和短虚线分别表示柯朗数为０．０２和１．０４的结果）

Ｆｉｇ．１　Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒｗａｖｅｓａｓａｒｅｔｒａｎｓｐｏｒｔｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｄｖｅｃｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓ：（ａ）ｔｈｅＳＬｓｃｈｅｍｅ，

（ｂ）ｔｈｅＰＰＭｓｃｈｅｍｅａｎｄ（ｃ）ｔｈｅＰＲＭｓｃｈｅｍｅｗｉｔｈｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔＣｏｕｒａｎｔｎｕｍｂｅｒＣＦＬｂｅｉｎｇ０．０２（ｌｏｎｇｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）ａｎｄ

１．０４（ｓｈｏｒｔｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）ｕｓｅｄ．Ｉｎｅａｃｈｐａｎｅｌ，ｒｅａｌｌｉｎｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｅｘａｃｔｖａｌｕｅ

图２　同图１，但为误差分布Δ犳＝犳
狀
犻－犳

ｅｘａｃｔ
犻

Ｆｉｇ．２　ＡｓｉｎＦｉｇ．１ｂｕｔｆｏｒｔｈｅｅｒｒｏｒｏｆΔ犳＝犳
狀
犻－犳

ｅｘａｃｔ
犻

　　为进一步说明问题，分析３种平流方案的总误

差、频散误差和耗散误差随时间的变化（图３）可见，

ＰＰＭ和物质平流方案的耗散误差远小于３次插值

的半拉格朗日方案（图３ｂ和３ｅ），而且频散误差也

相对很小。ＰＰＭ和物质平流方案比较来看，无论在

柯朗数为０．０２还是为１．０４情况下，物质平流方案

的总误差、耗散误差、频散误差都相对要小，进一步

说明了物质平流方案具有更大的优势。
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图３　三角波采用３种不同平流方案的数值平流试验的总误差犈ＴＯＴ（ａ、ｄ）、

耗散误差犈ＤＩＳＳ（ｂ、ｅ）、频散误差犈ＤＩＳＰ（ｃ、ｆ）分析

（ａ、ｂ、ｃ．柯朗数为０．０２，ｄ、ｅ、ｆ．柯朗数为１．０４。实线、短虚线、点线分别对应的是

物质平流方案、ＰＰＭ方案、半拉格朗日方案的３类误差 ）

Ｆｉｇ．３　Ｅｒｒｏｒｓ犈ＴＯＴ（ａ、ｄ），犈ＤＩＳＳ（ｂ、ｅ）ａｎｄ犈ＤＩＳＰ（ｃ、ｆ）ｆｏｒｔｈｅｔｒｉａｎｇｕｌａｒｗａｖｅａｓ

ａｒｅｔｒａｎｓｐｏｒｔｅｄｕｓｉｎｇｔｈｅＳＬｓｃｈｅｍｅ（ｄｏｔｔｅｄｌｉｎｅ），ｔｈｅＰＰＭｓｃｈｅｍｅ（ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）

ａｎｄｔｈｅＰＲＭｓｃｈｅｍｅ（ｒｅａｌｌｉｎｅ）ｗｉｔｈｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔＣｏｕｒａｎｔ

ｎｕｍｂｅｒｏｆ０．０２（ａ－ｃ）ａｎｄ１．０４（ｄ－ｆ）ｔａｋｅｎ

３．１．２　方波试验

通过计算方波的平流，进一步检验方案对间断

的捕捉能力。

方波的初始分布取

犳（狓，０）＝
１．０　　　１０≤狓≤４０

０　 　 　｛ 其他
　　 （１３）

　　图４所示物质平流方案可以产生与ＰＰＭ 方案

几乎相同的数值解。表１给出了试验中３种平流方

案的总质量和总质量平方的守恒性、最大和最小数

值解以及总误差。物质平流的最小值拥有非常小的

量级，可以看作正定。ＰＰＭ方案在数值计算中有强

制单调的处理，该处理会将最高点“削平”，所以在这

样的试验中，ＰＰＭ给出一个相对较好的结果。但物

质平流方案的表现也不逊色，对方波的平流能力与

ＰＰＭ接近。

　　通过一维方波平流试验，从表１中的ＲＦＭ 和

ＲＳＭ可以看出方波的总质量与总质量的平方在平

流输送前后保持较好。同时，物质平流方案的计算
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图４　方波波采用３种不同平流方案的数值平流试验结果（ａ．柯朗数为０．０２，ｂ．柯朗数为１．０４。

实线表示真解，长虚线、短虚线和点线分别表示物质平流方案、ＰＰＭ方案、半拉格朗日方案）

Ｆｉｇ．４　Ｓｑｕａｒｅｗａｖｅｓａｓａｒｅｔｒａｎｓｐｏｒｔｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｄｖｅｃｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓ：ｔｈｅＳＬ

ｓｃｈｅｍｅ（ｄｏｔｔｅｄｌｉｎｅ），ｔｈｅＰＰＭｓｃｈｅｍｅ（ｓｈｏｒｔｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）ａｎｄｔｈｅＣＦＬｓｃｈｅｍｅ（ｌｏｎｇｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）ｗｉｔｈｔｈｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔＣｏｕｒａｎｔｎｕｍｂｅｒｏｆ０．０２（ａ）ａｎｄ１．０４（ｂ）ｔａｋｅｎ．Ｉｎｅａｃｈｐａｎｅｌ，ｒｅａｌｌｉｎｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｅｘａｃｔｖａｌｕｅ

表１　３种方案计算方波输送的计算误差

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｒｒｏｒｓｉｎｔｈｅｓｑｕａｒｅｗａｖｅｓｔｒａｎｓｐｏｒｔｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅＳＬｓｃｈｅｍｅ，ｔｈｅＰＰＭ，ａｎｄｔｈｅＰＲＭ

柯朗数 方案 ＲＦＭ ＲＳＭ 最大 最小 犈ＴＯＴ

半拉格朗日 １．００００００１１ １．１０２３３７６８ １．００００００００ ０．００００００００ １．４５０９２８８３×１０－２

０．０２ ＰＰＭ １．００００００００ １．０４６４４２７６ ０．９９９９９９９９ ３．０５１４４１８０×１０－１５ ５．５５６４４８６８×１０－３

物质平流 ０．９９９９９９９９ １．０４５４９００５ １．００００００００ －２．３３９９９１０１×１０－３６ ５．６９４７６０９７×１０－３

半拉格朗日 ０．９９９９９９９８ １．０３１６２２６１ １．０００００００ ０．０００００００００ ３．４２５１８６１９×１０
－２

１．０４ ＰＰＭ １．００００００００ １．０１７３３０１３ １．０００００００ １．６４６４４１２７×１０－３９ １．０１４３８２１４×１０－３

物质平流 １．００００００００ １．０１５１７５８７ １．００００００００ －１．４６９３６７９７×１０－３７ ９．４４２４８４７０×１０－４

　　ＲＦＭ：∫犳（狋）／犳（０），ＲＳＭ：∫犳２（狋）／犳２（０）。

误差（犈ＴＯＴ）较小，物理量在输送的过程中衰减和频

散小（图４），在强梯度处计算精度高。与拉格朗日３

次插值的半拉格朗日方案相比，ＰＰＭ方案具有与物

质平流类似的优点，并且物质平流方案采用有理函

数构造插值函数，在程序实现与计算效率方面优于

ＰＰＭ方案。

３．２　球面坐标系下的三维理想试验

３．２．１　分维算法简介

分维算法由于易于实现，被广泛用来计算多维

平流。任何一维平流算法都可以通过分维算法扩展

到三维。下面以二维为例，说明该算法的原理。

对于二维无辐散守恒平流方程

犳
狋
＋
狌犳
狓
＋
狏犳
狔

＝０ （１４）

　　分维算法为

犳′犻＝犳
狀
犻－

Δ狋

Δ狓
Δ（狌犳

狓）

犳
狀＋１
犻 ＝犳′犻－

Δ狋

Δ狔
Δ（狏犳′狔）

（１５）

其中，犳为单元格的平均值，犻为第犻个单元格，Δ狋为

时间步长，Δ狓和Δ狔分别表示狓、狔方向的格距，狌

和狏分别表示狓、狔方向的速度，狀表示第狀时刻。

这种方法简单易行，但是，当流场在狓方向或狔

方向存在辐合辐散时，就会产生虚假的梯度。为了

解决这一问题，Ｃｌａｐｐｉｅｒ（１９９８）提出了一种加入修

正项的分维算法。具体算法为

犳′犻＝犳
狀
犻－

Δ狋

Δ狓
Δ（狌犳

狓）

犳
犮
犻 ＝犳′犻＋犳

狀
犻
Δ狋

Δ狓
Δ狌

犳
狀＋１
犻 ＝犳′犻－

Δ狋

Δ狔
Δ（狏犳

犮狔）

（１６）
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　　每一步先求解一维质量守恒方程，然后对得到

的值犳′犻进行散度修正，得到一个中间值犳
犮
犻，再用中

间值算下一维的通量。同样，扩展到三维时可采用

类似的办法。

在二维及三维情况下，物质平流方案的效果与

ＰＰＭ相当，这里不作重复叙述。目前 ＧＲＡＰＥＳ模

式中采用的是ＱＭＳＬ水物质平流方案，下面比较物

质平流方案与该方案的优缺点。

连续方程的通量形式

ρ
狋
＋·（ρ犞）＝０ （１７）

　　假设空气微团中无水汽源或汇，水汽方程记为

ρ狇
狋
＋·（ρ狇犞）＝０ （１８）

其中，水汽密度ρ狏＝ρ狇，狇为比湿。

把式（１７）乘以狇并与式（１８）相减，得到用比湿

狇表示的水汽方程

狇
狋
＋犞·狇＝０　　　 （１９）

　　将方程（１９）两端同时加上散度项狇·犞

狇
狋
＋·（狇犞）＝狇·犞 （２０）

　　这样，方程（２０）与方程（１７）相比较，左边为通量

形式，右边多了散度项，即散度修正项。

在高度地形追随、球面坐标系下，方程（２０）可写

成

狇
（ ）狋 ξ

＋


λ
（狇珘狌）ξ＋



μ
（狇珘狏）ξ＋



ξ
（狇^狑）＝

狇·
珘狌

（ ）λ ξ

＋
珘狏

（ ）μ ξ

＋
^狑

［ ］
ξ ξ

（２１）

其中，珘狌＝
犝

犪（１－μ
２）
，珘狏＝

犞
犪
，μ＝ｓｉｎ，犝＝狌ｃｏｓ，

犞＝狏ｃｏｓ，狌、狏分别表示纬向和经向风速，^狑 表示

高度地形追随坐标下的垂直速度，λ、分别为经度

和纬度。犙表示水汽比湿，或液态水等其他水物质

的比湿。

将上述方程分维重写成（Ｐｅｎｇ，ｅｔａｌ，２００５）

狇
（ ）狋 ξ

＋


λ
（狇珘狌）ξ＝狇·

珘狌

（ ）λ ξ

（２２）

狇
（ ）狋 ξ

＋


μ
（狇珘狏）ξ＝狇·

珘狏

（ ）μ ξ

（２３）

狇
（ ）狋 ξ

＋


ξ
（狇^狑）ξ＝狇·

^狑

ξ
（２４）

　　具体计算时，每一步先用一维的物质平流方案

计算方程左边的通量形式，方程右边的辐散项可用

差分方法计算。

３．２．２　球面三维理想试验

试验设计：试验选用的是ＧＲＡＰＥＳ＿Ｍｅｓｏ２．５，

固定边界条件。模式水平分辨率取０．３°×０．３°，垂

直方向３１层，模式层顶为３５０００．０ｍ，时间步长ｄ狋

＝１００ｓ。模式范围为１８．５°—４１．３°Ｎ，９８．５°—

１２６．４°Ｅ，物理过程方案关闭。

初始水汽场取为直方体分布（图５）为

图５　初始时刻狋＝０水汽的分布

Ｆｉｇ．５　Ａｎｉｎｉｔｉａｌｆｉｅｌｄｏｆｗａｔｅｒｖａｐｏｒ

狇（λ，，ξ，０）＝

０．０１　
１０２．７π
１８０．０

≤λ≤
１０５．７π
１８０．０

２５．７π
１８０．０

≤≤
２８．７π
１８０．０

４ｄ犽≤ξ≤１１ｄ犽

０．００　

烅

烄

烆 其他

（２５）

令犝０＝２π犪／（１２ｄ）（约４０ｍ／ｓ），其中，犪表示地球

半径６３７１０００．０ｍ。

　　本文设计了以下６个试验（表２），分别在相同

初始水汽分布、但不同流场的情况下，比较分析两种

表２　试验设计

Ｔａｂｌｅ２　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｄｅｓｉｇｎ

试验 犝 犞 狑

试验１ 犝０ｃｏｓ ０ ０

试验２ ０ 犝０ｃｏｓ ０

试验３ ０ ０ ０．０２

试验４ 犝０ｃｏｓ 犝０ｃｏｓ ０

试验５ 犝０ｃｏｓ ０ ０．０２

试验６ 犝０ｃｏｓ 犝０ｃｏｓ ０．０２
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物质平流方案对模式积分效果的影响。

　　试验１只考虑了纬向气流。模式积分２５１步之

后，如果平流过程没有耗散和频散误差，那么水汽柱

应该是图６ａ所描述的分布。当水物质平流方案是

ＱＭＳＬ时，从最后的积分结果（图６ｂ）可以看出，水

汽柱已经变形、增大，８条棱角逐渐圆滑起来。这是

由于ＱＭＳＬ平流方案在计算中存在耗散和频散误

差造成的。当水物质平流方案为物质平流时，在最

后的积分结果（图６ｃ）中，水汽柱体积也有增加，棱

角也存在着圆滑，但是这种变化的程度比图６ｂ小。

试验２只考虑经向气流（图略）。两种平流计算

方案的模式积分结果类似于试验１。物质平流在模

式水物质平流计算中，计算误差比ＱＭＳＬ小。

试验３只考虑垂直方向上的气流。从图７ａ、７ｂ

看出，在积分时间到第２５１步时，ＱＭＳＬ的平流计

算结果将水汽柱在竖直方向比物质平流方案变长的

程度更大。另外，在水汽分布梯度大的侧棱处，采用

物质平流方案的模式积分结果也比 ＱＭＳＬ的结果

要好。

　　接下来的试验４（图略）、试验５（图略）、试验６

（图８），得出相同的分析结论。在模式中，采用物质

平流方案比采用 ＱＭＳＬ平流方案在对不连续水汽

分布的平流计算中具有更好的保形特点。

　　在相同分辨率、时间步长、初始条件的情况下。

经过相同的时间积分，模式采用了不同的平流方案

时，积分的结果也不尽相同。从对结果的误差分析

图（图９）中，可以更好、更明显的定量比较两种水物

质平流方案在试验中的效果。在６个试验中，物质

平流的误差比ＱＭＳＬ小，物质平流方案在模式中的

平流计算比ＱＭＳＬ方案更好地描述水物质的空间

分布特点和输送特性。

　　水物质平流是模式动力部分模拟的重要过程之

一，平流计算方案的优劣，也对模式积分结果产生非

常重要的影响。通过以上的试验，与ＧＲＡＰＥＳ模式

中原有水物质平流方案相比，物质平流方案对改善

水汽平流方面具有一定的优势。

图６　试验１，积分第２５１步水汽的分布 　　　

（ａ．真解，ｂ．ＱＭＳＬ方案，ｃ．物质平流方案）　　　

Ｆｉｇ．６　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔｗｅｓｔ　　　

ｗｉｎｄｆｉｅｌｄａｆｔｅｒ２５１ｓｔｅｐｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｓｉｎＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔ１　　　

ｂｙｕｓｉｎｇ（ａ）ｉｓｔｈｅｅｘａｃｔｒｅｓｕｌｔ，（ｂ）ｔｈｅＱＭＳＬａｎｄ　　　

（ｃ）ｔｈｅＰＲＭ　　　
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图７　试验３，积分第２５１步水汽的分布　　　

（ａ．真解，ｂ．ＱＭＳＬ方案，ｃ．物质平流方案）　　　

Ｆｉｇ．７　ＡｓｉｎＦｉｇ．６ｂｕｔｆｏｒＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔ３　　　

图８　试验６，积分第２５１步水汽的分布　　　

（ａ．真解，ｂ．ＱＭＳＬ方案，ｃ．物质平流方案）　　　

Ｆｉｇ．８　ＡｓｉｎＦｉｇ．６ｂｕｔｆｏｒＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔ６　　　
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图９　试验１、试验２、试验３、试验４、　　　

试验５、试验６积分２５１步时的误差 　　　

（ａ．总误差，ｂ．耗散误差，ｃ．频散误差）　　　

Ｆｉｇ．９　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｒｒｏｒｓ：（ａ）ｔｈｅｔｏｔａｌｅｒｒｏｒ，（ｂ）ｔｈｅ　　　

ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎｅｒｒｏｒａｎｄ（ｃ）ｔｈｅｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｅｒｒｏｒｆｏｒｔｈｅｓｅ６　　　

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｏｕｔｐｕｔａｆｔｅｒ２５１ｓｔｅｐｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｓ　　　

４　结　论

通过一维和多维理想试验，表明物质平流方案

对于空间变化幅度大的物理量具有较高的平流能

力。与三次拉格朗日插值相比，物质平流方案的耗

散性更小。与ＰＰＭ 方案相比，两者有不少类似的

地方，平流效果也几乎相当，但物质平流方案中采用

的有理函数具有保凸的特性，而且它不需要界面值

的调整，在实现上比ＰＰＭ相对简单。

在ＧＲＡＰＥＳ模式中的球面理想试验中，物质平

流与ＱＭＳＬ平流方案结果进行比较分析，得出主要

结论：

（１）验证了物质平流方案接入模式的正确性、

在球面三维坐标下的平流能力；

（２）说明了与模式原来的ＱＭＳＬ方案相比，物

质平流方案在平流过程中能更好地保持物理量的分

布特点。

在设计的多种理想试验中，应用物质平流与其

他一些平流方案（ＰＰＭ、三次拉格朗日插值、ＱＭＳＬ）

可以得到不同的平流结果。通过对比分析这些结

果，确认了物质平流方案的优点及其在ＧＲＡＰＥＳ模

式中的可行性。
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附录Ⅰ：物质平流方案的实现步骤

　　对于单元格界面值犳犻－１／２和犳犻＋１／２的计算，物质平流方案采用单元格积分平均值犳犻（犻＝０，１…犻ｍａｘ）进行插

值近似，选用ＰＰＭ方案计算界面值的插值方法：

犳犻＋１／２ ＝
１

２
（犳犻＋犳犻＋１）－

１

６
（δ犳犻－δ犳犻－１） （Ａ１）

其中，δ犳犻表示在单元［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］中的平均斜率。对于非均匀网格时，表达式为

　　δ犳犻＝
ｍｉｎ（狘δ犳犻狘，α１狘犳犻＋１－犳犻狘，α２狘犳犻－犳犻－１狘）ｓｇｎ（δ犳犻）　　 当（犳犻＋１－犳犻）（犳犻－犳犻－１）＞０

０　　　　　　
｛ 其他

（Ａ２）

　　ｓｇｎ（δ犳犻）＝
１．０　　　δ犳犻≥０．０

－１．０　　　δ犳犻≤０．
｛ ０

，　　α１ ＝α２ ＝３．０

　　δ犳犻＝ （犳犻＋１－犳犻－１）／２

　　当犳
狀
犻 和犳犻－１／２、犳犻＋１／２都为已知时，根据以下的约束条件可以确定分段插值函数犉犻（狓）。

犉犻（狓犻－１／２）＝犳犻－１／２

犉犻（狓犻＋１／２）＝犳犻＋１／２

１

Δ狓犻∫
狓犻＋１／２

狓犻－１／２

犉犻（狓犻）＝犳

烅

烄

烆
犻

　　　　　　　

（Ａ３）

（Ａ４）

（Ａ５）

由式（Ａ３）—（Ａ５）计算犉犻（狓）的系数为

犪犻＝犳犻－１／２

犫犻＝β犻犳犻＋
１

Δ狓犻
（犳犻－犳犻－１／２）

β犻 ＝Δ狓
－１
犻

犳犻－１／２－犳犻

犳犻－犳犻＋１／２
－［ ］

烅

烄

烆
１

　　　　

（Ａ６）

（Ａ７）

（Ａ８）

　　在（犳犻－犳犻＋１／２）（犳犻－１／２－犳犻）＜０的情况下，当１＋β犻犫犻（狓－狓犻－１／２）≈０时，就是极值点的输送，产生奇异，需

要调整β犻为

β
～

犻 ＝Δ狓
－１
犻

狘犳犻－１／２－犳犻狘＋ε

狘犳犻－犳犻＋１／２狘＋ε
－［ ］１ （Ａ９）

ε是一个非常小的正值，避免分母为０，因此，在所使用的计算机限制内ε取得越小越好（如ε＝１０
－２０）。

给出第狀时间步的积分单元的平均值犳
狀
犻，首先由式（Ａ１）计算出所有网格单元界面值犳犻＋１／２。然后根据

犳
狀
犻、犳

狀
犻－１／２和犳

狀
犻＋１／２构造出插值有理函数。每个单元［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］上的插值函数都可以表示为以狓犻－１／２或

狓犻＋１／２为基点的两个函数。

犚＋犻（狓）＝
犪＋犻 ＋２犫

＋
犻（狓－狓犻－１／２）＋β

～
＋
犻犫

＋
犻（狓－狓犻－１／２）

２

［１＋β
～
＋
犻（狓－狓犻－１／２）］

２
　　狓∈ ［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］ （Ａ１０）

或

犚－犻（狓）＝
犪－犻 ＋２犫

－
犻（狓－狓犻＋１／２）＋β

～
－
犻犫

－
犻（狓－狓犻＋１／２）

２

［１＋β
～
－
犻（狓－狓犻＋１／２）］

２
　　狓∈ ［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］ （Ａ１１）

　　为了易于编程，根据迎风的方向选择犚
＋或犚－。令γ

＋
犻 ＝１＋β

～
＋
犻Δ狓犻，犚

＋
犻 （狓）的系数可以立即得到

犪＋犻 ＝犳
狀
犻－１／２

犫＋犻 ＝
１

Δ狓犻
（γ＋犻犳

狀
犻 －犳

狀
犻－１／２）

β
～
＋
犻 ＝Δ狓

－１
犻

狘犳
狀
犻－１／２－犳

狀
犻狘＋ε

狘犳
狀
犻－犳

狀
犻＋１／２狘＋ε

－（ ）
烅

烄

烆
１

（Ａ１２）

（Ａ１３）

（Ａ１４）
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　　同理，犚
－
犻 （狓）的系数β

～
－
犻 、犫

－
犻 、犪

－
犻 仅仅需要在犚

＋
犻 （狓）表达式相应的位置上改变一下犳

狀
犻－１／２和犳

狀
犻＋１／２顺序，

－Δ狓犻代替Δ狓犻即可。确定了所有单元格的分段插值函数犚犻（狓）以后 ，计算下一个时刻的积分单元的平均

值犳犻。

犳
狀＋１
犻 ＝犳

狀
犻－（犵犻＋１／２－犵犻－１／２）／Δ狓犻 （Ａ１５）

其中，犵犻－１／２和犵犻＋１／２表示在从狋
狀 到狋狀＋１的时间内分别经过界面狓＝狓犻－１／２和狓＝狓犻＋１／２的通量。

犵犻＋１／２ ＝∫
狋
狀＋１

狋
狀

　

　
ｍｉｎ（０，狌犻＋１／２）犚

＋
犻＋１［狓犻＋１／２－狌犻＋１／２（狋－狋

狀）］－ｍａｘ（０，狌犻＋１／２）犚
－
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　　由式（Ａ１０）或（Ａ１１）可以得到
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其中，ξ＝∫
狋
狀＋１

狋
狀
狌（狋）犻＋１／２ｄ狋。

附录Ⅱ：有限体积半拉格朗日方法或“积分单元格”半拉格朗日方法

　　以连续方程为例。

（１）从拉格朗日的观念出发，对于有限体积内的质量的连续方程推导

考虑质量为δ犕 的体积单元δ犞，对δ犕 运用拉格朗日观点，根据质量守恒定律有

ｄδ犕
ｄ狋

＝０ （Ｂ１）

其中，δ犕 ＝δ犞珋ρ，珋ρ＝
１

δ犞δ犞
ρｄ犞

　　所以

ｄδ犕
ｄ狋

＝
ｄ（δ犞珋ρ）

ｄ狋
＝０ （Ｂ２）

　　那么，有限体积的半拉格朗日方法或者说“积分单元格”的半拉格朗日方法，类似常规半拉格朗日的思

想，被平流的标量场是单元格的平均值的物理量场。半拉格朗日的时间离散就是说到达单元格下一个时刻

的物理量的积分平均值是它对应的上游点单元格的积分平均值。

于是

δ犞
ｄρ
ｄ狋
＋ρ
ｄδ犞
ｄ狋
＝０ （Ｂ３）

其中，犇＝
１

δ犞
ｄδ犞
ｄ狋
为体积膨胀率或速度散度·狏。

所以，连续方程为

ｄρ
ｄ狋
＋ρ·狏＝０ （Ｂ４）

　　（２）因为
ｄρ
ｄ狋
＝
ρ
狋
＋狏·ρ，那么可以得到欧拉观点下能量形式的连续方程为
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ρ
狋
＋·ρ狏＝０ （Ｂ５）

　　此方程表示单位体积内由密度场不定常性引起的质量变化应该与流出单位体积表面的流体质量相抵

消，根据也是质量守恒定律。

（３）在有限体积半拉格朗日平流方法或者说“积分单元格”的半拉格朗日方法中，上游单元格的物理量

的值就可以采用有限体积的方法计算。

综上，可以得到

珋ρ
狀＋１
犻，犼Δ犞犻，犼 ＝δ犞

狀
ｄ犻，犼珋ρ

狀
ｄ犻，犼 ＝δ犞

狀
ｄ犻，犼

ρ
狀ｄ犞 （Ｂ６）

其中，δ犞
狀
ｄ犻，犼是第狀时刻第（犻，犼）点对应的上游点单元格的体积（图Ｂ１）。

图Ｂ１
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