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摘要：Boussinesq 型方程是研究水波传播与演化问题的重要工具之一，本文就 1967-2018 年常用的

Boussinesq 型水波方程从理论推导和数值应用两个方面进行了回顾，以期推动该类方程在海岸 (海
洋) 工程波浪水动力方向的深入研究和应用。此类方程推导主要从欧拉方程或 Laplace 方程出发。在

一定的非线性和缓坡假设等条件下，国内外学者建立了多个 Boussinesq 型水波方程，并以 Stokes 波的

相关理论为依据，考察了这些方程在相速度、群速度、线性变浅梯度、二阶非线性、三阶非线性、波幅

离散、速度沿水深分布以及和（差）频等多方面性能的精度。将 Boussinesq 型水波方程分为水平二

维和三维两大类，并对主要 Boussinesq 型水波方程的特性进行了评述。进而又对适合渗透地形和存

在流体分层情况下的 Boussinesq 型水波方程进行了简述与评论。最后对这些方程的应用进行了总结

与分析。
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1　引言

波浪从深水传播到浅水的过程，存在反射、折射

与绕射、浅化以及近岸水域破碎等复杂的物理现

象。在这一过程中，波-波非线性相互作用、波浪的频

散以及潮流等背景水流的存在，让水波呈现出更加复

杂的形态。海港码头、防波堤等水工建筑物，防止海

滩侵蚀等突堤工程和潜堤工程以及各类人工岛工程

等的建设，都应充分考虑波浪荷载。设计波浪对于海

岸工程建设有十分重要的意义，精确把握从一定深水

到工程前沿范围内的波浪情况十分必要。近年来，伴

随着计算机性能的突飞猛进，波浪数值模拟成为极为

有效的方式，这又进一步促进了各类水波理论模型，

如缓坡类水波方程、Boussinesq 型水波方程和非静压

水波模型等的发展。下面主要从理论推导和数值应

用两个方面对 1967−2018 年间常用的 Boussinesq 型水

波方程研究历程进行回顾。

1872 年，法国科学家 Boussinesq[1] 假定水深为常

数，垂向速度沿水深呈线性分布，得到一组水平一维

弱色散的非线性方程，开启了对 Boussinesq 类水波方

程研究的大门，后人为纪念他的重大贡献称该方程

为 Boussinesq 方程。其后国内外学者也推导了很多

此类水波方程，称为 Boussinesq 型（类）水波方程。

Peregrine[2] 于 1967 年推导了可以考虑水深变化
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的水平二维 Boussinesq 型水波方程，该方程后来被称

为经典 Boussinesq 型方程，其水平一维表达形式为
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ū h式中， 为水深积分平均速度； 为没有扰动的静止水

面到海底的水深；η 为波面位移；x 和 t 分别为空间和

时间变量。
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经典的 Boussinesq 型方程有如下特点：（1）控制

方程为质量守恒的连续方程和无黏不可压动量方程，

其中动量方程中的时空三阶混合导数项称为色散项，

是 Boussinesq 型方程区别于浅水长波方程的主要标

志。（2）以波面和水深积分平均速度为变量，该方程

可以模拟波浪折射、绕射、反射和波浪间的相互作用

等；其中，波浪绕射体现在二阶色散项中存在对空间

x 和 y 的混合导数；波浪非线性相互作用主要源于

和 项。（3）该方程是弱色散性和弱非线性

的，其中非线性参数和色散性参数分别是 （A 为

波幅，h 为特征水深）和 （L 为特征水深），弱非

线性与弱色散性假定是指 ，这表明

方程的色散适用范围是有限的，仅适用于浅水区域的

波浪模拟，当波浪相速度误差不大于 5% 时，其适用

水深仅约为 0.2 倍深水波长，满足不了实际工程对水

深的要求；而弱非线性则表现为方程中与二阶色散性

相匹配的非线性项的缺失。（4）该方程不能考虑环境

水流的影响，因为方程中没有包含水流引起的波长变

化的多普勒效应项，如与 相关的项。（5）尽管

国内外学者习惯称呼方程（1）为精确的连续方程，但

其中的速度和方程（2）中的速度是同一变量，由于方

程性能限制，该速度并不精确。因此，方程（1）仅在表

达形式上是精确的，其他以水深积分平均速度表达

的 Boussinesq 型方程均存在同样问题。（6）方程中不

含有垂向速度，这将复杂的三维水波问题简化为二维

水波问题，因而大大提高了计算效率。

克服上述经典 Boussinesq 方程存在的缺陷和不

足需要引入评价模型精度的度量标准。在建立方程

的色散关系式与 Stokes 线性波色散关系式的关联问

题上，Witting [ 3 ] 的工作是开创性的，其成功引入了

Padé逼近的方法，为 Boussinesq 型方程色散参数的确

定提供了一种最直接有效的方法。为了改善经典

Boussinesq 型方程在色散性、非线性、波流相互作用

等方面的性能，国内外众多学者做出了不懈的努力，

极大推动了 Boussinesq 型方程的发展。本文以方程

中是否含有明显的垂向速度为标准，将 Boussinesq 型

水波方程分为水平二维和三维两种情况。多数

Boussinesq 型水波方程归纳为水平二维方程，控制方

程中不存在明显的垂向速度，其在推导过程中表达为

水平速度的显式函数。这将最终方程的空间维度减

少了一个，因此三维复杂问题简化成水平二维问题是

众多 Boussinesq 型方程的一个最显著的特征，其带来

的最大便利就是数值模型的计算效率得到了相当程

度的提高。而另外一类则是三维 Boussinesq 型方程，

它的显著特征是垂向速度在控制方程中仍是独立未

知量。伴随着计算机硬件技术的发展和并行计算技

术方法的出现，三维 Boussinesq 型方程的计算效率已

不再是一个主要限制。事实上，Boussinesq 型方程是

势流理论，三维 Boussinesq 型方程在精度方面不断逼

近以 Laplace 方程为控制方程的势流理论，并且计算

效率比三维波浪势流理论要高。因此，三维 Boussinesq
型水波方程顺应了当前海岸（海洋）工程的发展需求，

也是水波理论研究领域的前沿方向之一。

2　Boussinesq 型水波方程的理论研究

2.1    水平二维 Boussinesq 型水波方程

2.1.1    注重改进色散性能

Madsen 等 [4–5] 在动量方程中人为加入含有待定系

数的三阶项，通过与精确线性色散关系的 Padé展开拟

合确定系数，使方程的色散性达到了 O(μ2)（在允许色

散性误差为 5% 时，kh≤3，k 为特征波数）。Madsen 等[4]

方程系数的确定也考虑了 Witting 的工作，进而 Mad-
sen 和 Sørensen[5] 首次给出了 Boussinesq 型水波方程

的变浅作用系数，该方程后来发展为 MIKE 软件中的

BW 模块，已被广泛地用于海岸和近海工程中波浪数

值模拟。该方程以通量形式表达，含有不完整的二阶

非线性项。由于方程推导时通过采用长波方程假定

引入了三阶项，水平速度沿垂向分布的表达式将不再

适用，类似的问题也存在于以水深积分平均速度表达

的其他 Boussinesq 型水波方程中。

与 Madsen 等理论推导工作不同，Nwogu[6] 从欧拉

方程出发，建立了以波面位移和沿水深任意处速度为

基本变量的弱非线性 Boussinesq 方程，通过确定速度

具体位置 Zα 可使方程色散性精确到 Airy 波精确解的

Padé[2, 2] 阶近似。Nwogu 推导的方程仅包含弱非线

性项，其形式上完全类似于经典 Boussinesq 型水波方

程的弱非线性项。推导该方程的初始目的只是为了

改善方程的色散精度。有趣的是，该方程的水平速度

沿垂向分布是二阶表达的，精度却相对较高，明显优
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于 Madsen 等 [4–5] 的方程。在应用 Nwogu[6] 方程进行数

值模型时应注意，在取水平速度位置为 Zα=–0.531h
时，方程的浅化作用性能较差。

Schäffer 和 Madsen[7] 对 Nwogu[6] 模型进行了色散

适用水深的扩展，得到了一个含有 5 个待定参数的改

进型 Boussinesq 方程，通过优化待定参数的取值，可

使色散性精确到 Airy 波精确解的 Padé[4, 4] 阶近似，

使其应用水深达到 kh≤6。Chen 和 Liu[8] 给出了以水

平速度势和波面位移表达的改进型 Boussinesq 型水

波方程，进而又将方程进行了频域化处理。与 Mad-

sen 等 [4–5] 采用的长波假定类似，Beji 和 Nadaoka[9] 在经

典 Boussinesq 方程基础上，引入一个改善色散性的参

数，推导出一组改进色散性的弱非线性 Boussinesq

型水波方程。林建国等 [10] 在经典 Boussinesq 型水波

方程基础上，首先引入变换速度取代水深积分平均速

度，继而采用类似 Schäffer 和 Madsen[7] 的方式，最终

给出了一组以变换速度表达的弱非线性 Boussinesq

型水波方程，该方程的色散适用水深也达到 kh≤6。

与以上处理方式不同，张永刚和李玉成 [11] 在 Nwogu[6]

模型基础上，采用了两个不同位置处的速度，并以两

层速度进行加权的方式重新改写连续方程，给出了一

组新型的弱非线性 Boussinesq 型水波方程，该方程的

最大色散适用水深也是 kh≤6。

∂3η

∂x3

∂3u
∂x3

以上这些方程主要为了改善经典 Boussinesq 型

水波方程的色散精度，方程中的二阶非线性项或被忽

略，或部分保留，导致方程仅具有弱非线性特征。同

时，大多数方程变量对空间的导数最高为 3，其中有

的方程是引入了 项，有的是原始方程本身就含有

类似 项（速度 u 可以是某一水深处的速度，也可以

是伪速度（计算速度））。为了避免求解三阶空间导

数，Zhao 等 [12] 推导了一组以波面位移和水平速度势

表达的弱非线性二阶 Boussinesq 型水波方程，该方程

最高空间导数仅为 2，便于数值计算程序的开发。

2.1.2    注重改进线性变浅性能

Madsen 和 Sørensen[5] 首次给出了 Boussinesq 型方

程变浅梯度的概念。其后，Chen 和 Liu[8] 和 Schäffer

和 Madsen[7] 也强调了变浅作用。Beji 和 Nadaoka[9] 认

为，对他们的方程而言，无论采用 Madsen 等 [4– 5] 推荐

的方式，还是从能量守恒角度出发，两种方式推导的

变浅梯度是一致的，这引发了 Schäffer[13] 的讨论。事

实上，采用能量守恒或 Madsen 等推荐的方式恰好适

用 Beji 和 Nadaoka 的方程，一些变浅系数的引入则有

助于改善方程的变浅性，我们更认同 Schäffer 的观

点。另有 Zou[14– 15]，Lynett 和 Liu[16]，Liu 和 Sun[17] 也对

针对变浅作用的改善进行了研究。近年来一些学者，

如 Galan 等 [18] 和 Simarro 等 [19] 在 Chen 和 Liu[8] 提出的

线性变浅波幅基础上，对前人的一些 Boussinesq 型水

波方程进行色散和变浅性能改善时系数选择上进行

了一定的探讨和研究，认为通过适当选择系数可较大

幅度提高变浅作用性能。与 Simarro 等 [19] 的观点类

似，刘忠波等 [20] 则又强调，采用计算速度（伪速度）取

代原方程中的速度变量可以改善如 Lynett 和 Liu[16]

和 Wei 等 [21] 的 Boussinesq 型方程在色散性和变浅性

能方面的性能。

2.1.3    注重改善非线性性能

不同频率波浪之间相互作用时，除产生与各自频

率成整倍数的高阶非线性波幅外，还会产生和频（频

率相加）与差频（频率相减）波幅。通常用 Stokes 波的

二阶、三阶波幅以及和（差）频波幅来考察 Boussinesq
型方程的非线性性能。

Wei 等 [21] 将 Nwogu[6] 的 Boussinesq 型方程发展到

近似到二阶完全非线性，美国特拉华大学 Kirby 团队

以该方程为基础开发了 FUNWAVE 模型，由于代码

开源，在国内外得到了广泛的应用，诸多学者利用该

数值软件进行了更为广泛的科学研究工作，在较大程

度上提升了该方程的知名度。必须注意，该方程的变

浅性能与 Nwogu[6] 的 Boussinesq 型方程一样，是具有

短板的，后续 Kirby 团队采用了双层加权形成伪速度

模式改进了该方程的变浅性能。但遗憾的是，这一改

进未能体现在后续开发的各版本 FUNWAVE 代码

中，因而这一问题也引发了 Simarro[22] 对该方程的系

数选取方面的讨论。但 Choi 等 [23] 在回复中的观点表

明，针对均化统计变量而言，两组不同系数的计算结

果类似。尽管 Simarro 的讨论是合理的，但在理论方

面的做法上存在一定的问题，其以牺牲色散精度换取

了变浅性能的改善，而原方程的色散精度较高，变浅

性能差一些，加上计算的范围特定，客观上很难比较

出二者的优劣。为了避免这一情况，在不牺牲色散精

度前提下，刘忠波等 [20] 引用伪速度（计算速度）的做法

更应值得关注，而这一做法的源头起源于 Zou[15]。

Madsen 和 Schäffer[24] 在对前人 Boussinesq 理论相

关文献分析与评述基础上，从 Laplace 方程出发，结合

自由面的动力学和运动学边界条件以及水底的运动

学边界条件，系统地推导了以水深积分平均速度或某

一处水深速度表达的具有四阶非线性特征的 Boussinesq
型水波方程，并详细研究了方程的色散性、变浅性、

二阶和三阶非线性波幅、波幅离散引起的频散效应、
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二阶和差频特征和波流相互作用问题。该文献是

Boussinesq 型方程理论研究的经典文献。Chon-
dros 和 Memos[25] 将 Madsen 和 Schäffer[24] 的一组以水

深积分平均速度表达的 Boussinesq 型方程中的定常

参数改为与无因次水深相关的变化参数，并在理论分

析中强调了该方程在线性色散关系与二阶非线性性

能（同 Stokes 波浪理论相应解析解比较）是精确的，这

引发了 Liu 和 Fang[26] 的关注和讨论。对于线性规则

波来说，将参数与无因次水深关联可能是有效的，但

考虑到近岸水波多以不规则波为主，即便非线性规则

波在地形上演化也会产生高频或低频波。因此这种

做法无法同时精确描述多个不同频波浪的色散性，类

似地，也不能确保方程具备良好的和差频特性。因

此，他们的做法是无效的，并且不具备普适性。

邹志利 [27– 29] 给出了具有近似到二阶完全非线性

的 Boussinesq 型方程，其中文献 [27] 是从 Laplace 方

程出发，从水底关于垂向 z 对速度势做展开，并综合

考虑了方程的高阶与低阶非线性相互作用和引入改

善变浅性能的系数，得到了以波面位移和水深积分平

均速度表达的 Boussinesq 型方程。在此基础上，采用

了伪速度（计算速度）取代水深积分平均速度，又可延

展为新的高阶 Boussinesq 型水波方程 [28]。文献 [29] 则
是从欧拉方程出发，引入了垂向坐标变换，继而给出

了适合复杂地形的近似到二阶完全非线性的 Boussinesq
型方程，最后从理论方面讨论了方程在复杂地形上的

波浪 Bragg 反射和透射特性。

Gobbi 等 [30] 发展了 Wei 等 [21] 的 Boussinesq 型水波

方程，将方程的非线性由二阶提高至四阶，其引入了

伪速度势的概念，即采用两层不同位置处的水平速度

势加权形成新速度势，推导出一组具有 Padé[4, 4] 色
散关系的 Boussinesq 型方程。该方程最大的优势在

于水平和垂向速度沿着水深分布的精度均超过了同

时期所有 Boussinesq 型方程。然而该方程的变浅性

能至今仍没有被优化，加上该方程含最高空间导数

为 5 阶的项，数值离散较为困难，导致该方程并没有

得到广泛应用。此外，Zou 和 Fang[31] 从欧拉方程出

发，引入垂向坐标变换，推导出一组四阶全非线性

Boussinesq 水波方程，方程中最高导数也是五阶，同样

存在数值离散和实际应用困难的情况。

Lynett 和 Liu[16,32] 从欧拉方程出发，经过严格的数

学推导，得到了具有近似到二阶完全非线性的两层和

多层 Boussinesq 型方程。他们将一层二阶完全非线

性 Boussinesq 型方程拓展到多层，实际上是为了获取

更高的色散精度并且也避免求解空间导数超过三阶

（不含 3）情况下的数值解，这开启了多层 Boussinesq
型方程的研究模式。从理论分析结果来看，多层方程

的水平速度沿垂向分布特征更为精确，非线性性能也

得到了一定程度的改善，但适用范围仍远小于色散性

能。该方程对应的计算模型已经开发成公开源代码

的 COULWAVE 软件。类似于 Lynett 和 Liu 的工作，

Liu 和 Fang[33] 则从 Laplace 方程出发，推导出 3 组具有

不同色散精度的双层 Boussinesq 型方程，特别是第

3 组的色散性能得到了较大的拓展。

林建国和邱大洪 [34]、Hong[35] 及 Liu 和 Sun[17] 分别

推导了不同精度的非线性 Boussinesq 型水波方程。

在方程非线性特性改善研究方面，Kennedy 等 [36] 选取

与波面位移关联的水深速度变量，这一定程度上改善

了 Wei 等 [21] 方程的二阶非线性（含和频）性能，但却很

难实质性改善差频性能。以水深积分平均速度表达

的 Boussinesq 型方程的改进工作可参见刘忠波等 [37]

和 Fang 等 [38] 研究，同样，这些研究工作仅改进了规则

波对应的高阶波幅和波-波相互作用的和频性能。

2.2    三维 Boussinesq 型水波方程

水平二维 Boussinesq 型方程的发展集中于改善

色散、变浅以及部分非线性性能，而非线性适用水深

远远小于色散性适用水深，速度沿水深分布的精度较

差，这是水平二维方程最致命的缺陷。在水平二维

Boussinesq 型方程中，垂向速度通过水底方程并利用

水平速度显示表达，在大幅度提高计算效率的同时，

也不可避免地降低了非线性性能。综合考虑应用水

深和其他各种性能精度，上节所述的水平二维 Boussinesq
型方程的使用范围受到限制，不能满足当前深海工程

对强非线性波浪、波浪与结构物相互作用的计算需

求，发展具有更高精度、具有三维特征的 Boussinesq
型水波方程成为趋势。为了提高非线性性能，垂向速

度保留在方程中是有必要的。Agnon 等 [39] 给出了一

组高阶的三维 Boussinesq 型水波方程，该方程在色散

精度、变浅精度、二阶非线性精度等方面的适用水深

均达到了 kh=6，其改善非线性的做法主要是分离了方

程非线性与色散性。该三维方程保留了水底边界条

件、自由面上波浪的动力学方程和运动学方程以及

采用静止水位的水平速度和垂向速度表达的全域速

度场。其最大的缺点是速度沿水深分布的精度较低，

最大适用水深为 kh=2.0。其后，Madsen 等 [40–41] 首先用

水深某一处的速度取代静止水位的速度，进而采用计

算速度（伪速度）来取代水深某一处速度，得到了一组

具有综合性能优良的三维 Boussinesq 型方程。在色

散性方面，该方程最大适用水深为 kh=25～40，非线性
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性能在这一量级具有较高精度。其中垂向分布的速

度可适用于 kh=12。方程中最高空间导数为 5，当最

高导数退化为 3 时，色散适用水深 kh=10，速度分布精

确到 kh=3.5 左右。

Chaze l 等 [ 4 2 ] 结合 Madsen 等 [ 4 0 ] 及 Lynet t 和

Liu[16] 的做法，给出了最高空间导数为 2、以伪水平速

度势（计算速度势）和伪垂向速度表达的双层三维

Boussinesq 型方程。方程的色散适用水深约为 kh=20，
速度垂向分布的精度最大达到 kh=6～8，但是他们并

没有分析波浪的二阶和三阶非线性特征以及不规则

波之间的和（差）频特征等。刘忠波等[43] 结合 Madsen 等[40]

及 Lynett 和 Liu[16] 的做法，给出了平底情况下空间导

数为 3 和 5 的双层高阶 Boussinesq 型方程，继而考虑

了缓变地形变化的水深条件。Liu 和 Fang[44] 进一步

给出了空间导数为 3、以伪水平速度和垂向速度（计

算速度）表达的双层三维 Boussinesq 型方程，方程的

色散适用水深约为 kh=53，速度垂向分布的精度可以

最大达到 kh=23.2，同时二阶非线性特征和不规则波

的和（差）频特性大为改善。在这一工作的基础上，

Liu 等 [45] 一方面将这个方程推至多层，并详细分析了

三层与四层方程的性能。理论分析表明，方程得到了

空前的发展，其中四层方程的色散适用水深达到

kh=667～800，非线性性能达到了 kh=300，速度分布精

确到 kh=352～423，线性变浅在 0<kh≤300 内具有较

高的精度；另一方面，他们也给出了具有最高空间导

数为 2 和 5 的多层 Boussinesq 型方程。最高导数为

5 时，四层模型的色散适用水深达到了 kh=7 600；导数

为 2 时，四层模型的色散适用水深为 kh=179.3，图 1 给

出了四层方程的色散关系。

综合多年研究，将具有代表性的 Boussinesq 型方

程汇总在表 1 中，并给出了这些方程在色散性、二阶

非线性和线性变浅性能、速度分布特征等方面的适

用水深。

2.3    适合特殊情况的 Boussinesq 型水波方程

2.3.1    考虑地形渗透

Cruz 等 [ 4 6 ] 假定渗透介质中的水体也近似满足

Laplace 方程，考虑了渗透介质对水体的非线性阻力

和线性阻力，结合上部自由水体的 Laplace 方程，推导

了一组适合渗透地形的改进型 Boussinesq 型方程。

在不考虑渗透情况下，该方程可以转化为一组仅改善

色散性的弱非线性 Boussinesq 型方程。Hsiao 等 [47] 和

Chen[48] 从欧拉方程出发，分别推导了以某一处水深速

度表达的高阶 Boussinesq 型方程，两文献中的基本方

程推导思路是相似的，但是后者更强调了波流相互作

用、有旋引起的非线性高阶项的处理和四阶渗透阻

力项的引入。刘忠波和孙昭晨 [49] 对 Hsiao 等 [47] 的一

组以水深积分平均速度表达的 Boussinesq 型方程进

行了色散适用范围的拓展，其后刘忠波等 [50–51] 又直接

耦合了两组不同高阶的 Boussinesq 型方程和 Cruz 等[46]

渗透介质中水体的动量方程，最终给出了一组混合

Boussinesq 型方程。在充分考虑前人研究基础上，刘

忠波等 [52] 从 Laplace 方程出发，考虑了渗透介质对水

体的阻力效应，推导出 3 组近似到二阶完全非线性的

Boussinesq 型方程。这些模型考虑了一层渗透水体和

表 1      Boussinesq 型水波方程的最大适用水深（kh）

Table 1    Maximum application water depth of different
Boussinesq-type models

参考文献 色散性 二阶非线性 变浅作用 速度分布特征

Peregrine[2] 0.75 − − 0.5

Madsen等[4−5] 3 − 3 −

Nwogu[6] 3 − − 1.5

Wei等[21] 3 1.2 − 1.5

邹志利[27] 3 0.8 3 −

Gobbi等[30] 6 3.0 − 4

Madsen等[40] 25～40 25～40 30 12

Lynett和Liu[16] 8～10 6 10 6*

Lynett和Liu[32] 30 − − 12

Chazel等[42] 20 − 12 8

Liu和Fang[44] 53 45 60 23.2

Liu等[45]** 667～800 300 300 352～423

Liu等[45]*** 7 600 − − −

　　注：*是仅针对水平速度，**是针对最高空间导数为3的方程，***指

最高空间导数为5的方程，-表示原文献没有给出适用范围或不能直接

给出。
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图 1    四层 Boussinesq 方程的相速度（n 代表方程中的

最高导数）

Fig. 1    The dimensionless phase celerity of the four-layer

Boussinesq equations (n is the highest order of the spatial

derivative)
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一层自由水体情况。在单层渗透和多层渗透介质中

波浪传播方程研究中，Hsiao 等 [53] 推导了一组以渗透

介质某一处速度表达的 Boussinesq 型方程，刘忠波等[54]

则推导了 3 组考虑双层渗透介质情况下的 Boussinesq
型水波方程。

无论是从 Laplace 方程还是从欧拉方程出发，均

能推导出适用渗透介质情况的 Boussinesq 型方程。

这类方程在色散性和衰减率等性能方面取得了一定

的进展。目前，由于难以从理论层面给出不同渗透情

况下的理论变浅解析，使得如何优化变浅性能成为一

个遗留的问题。另外，在衰减率性能方面的改进仍有

较大空间。

2.3.2    考虑水体密度分层

与相对成熟的自由表面波 Boussinesq 型方程相

比，采用 Boussinesq 型方程考虑界面波（内波）的研究

还相对较少，但多数方程与自由表面波的研究方程有

一定的联系。在推导方程中，其中一个假定是密度分

层（密度不连续），继而从 Laplace 方程或欧拉方程出

发，考虑刚盖假定或自由面存在波动等情况，推导出

不同形式的 Boussinesq 型方程。如 Choi 和 Camassa[55–56]、

Lynett 和 Liu[57]、Song[58]、Liu 等 [59]、Yang 等 [60] 以及

Liu 和 Wang [ 6 1 ] 等。其中 Song 的方程可以退化为

Nwogu 的 Boussinesq 型方程，Yang 等的内波方程退化

为 Madsen 和 Schäffer 以水深积分平均速度表达的四

阶方程。

受实验室条件的限制，采用有限水深假设研究内

波的实验还十分稀少，这很大程度上限制了 Boussinesq

型内波计算模型的发展。在大尺度范围，内波主要表

现为内孤立波等形式，采用弱非线性 Boussinesq 型内

波数值模拟内孤立波的研究相对较多。在当前海洋

工程日益挺进深远海、海洋工程装备需求不断增大

的背景下，采用 Boussinesq 型方程来研究内波尚存巨

大的发展空间。

3　Boussinesq 型水波方程的应用研究

数值模型的建立是联系 Boussinesq 水波理论和

实际应用的桥梁。数值模型通常建立在有限元、有

限差分、有限体积以及有限差分-有限体积混合模式

基础上，Brocchini[62] 和 Kirby[63] 关于 Boussinesq 型水波

方程在数值模型计算方法等方面进行了较好的综述，

这里我们不再展开评述，下面仅从工程与科研角度，

对 Boussinesq 型方程在自由表面波的模拟应用方面

加以简述。

3.1    工程中波浪的时域演化

Boussinesq 型水波方程的一个主要用途是通过模

拟确定对工程荷载产生影响的设计波浪。数值模型

需要指定入射边界条件和出口边界条件，而入射边界

条件往往需要借助于外海推算或采用浅水波浪谱模

型给出。一般来说，这类模型适用的计算区域属于中

等尺度，特别是近年来 GPU 并行技术的发展以及高

性能计算机的出现，促使这类水波方程的数值计算区

域更大，如近期 Tavakkol 和 Lynett [64] 在 Madsen 和

Sørensen[5] 的 Boussinesq 型水波方程基础上，基于并行

技术，发展了一套 CELERIS 软件，该软件计算效率大

为改善。据作者称，计算速度比实际波浪演化快。模

拟中，必须清楚认识到现实中的波浪资料等推算方面

存在不确定性，加上其他一些因素，实际工程中的波

浪模拟并不能如科学研究那样可以精准关注某些位

置点的波面位移时间历程，这主要体现在波面相位

的精准性难有精确的现场衡量标准。此外，二阶

Boussinesq 型方程很难适用于深水情况，在深水条件

下，我们建议可选择 Lynett 和 Liu[16] 的双层水波模型

（COULWAVE 模型）为主要模拟工具。此外，刘忠波

等 [20] 对该方程的色散性能和变浅性能进行了改进，发

展了以计算速度表达的双层水波模型可作为数值模

拟的有力工具和补充。

3.2    工程中波生流的应用研究

Boussinesq 型方程大多是基于势流理论建立起来

的，因而其在本质上不能考虑波浪破碎。为了能近似

地考虑波浪破碎带来的能量消耗，通常采用人工紊动

黏性法、水滚法和涡度法。这使得 Boussinesq 型模型

可以计算波高、波浪增减水、波浪爬高以及波生沿岸

流和裂流等 [65–68]。从以往计算结果与实验结果的对比

来看，统计量下的精准度是可以接受的。波生流会驱

动污染物运动和泥沙运动等物质输运，较小的流速误

差对污染物运动和海底泥沙输运的精准预报产生较

大的影响，这无疑对波生流的准确性提出更高要求。

此外，也应该注意 Boussinesq 型方程是否正确地考虑

了水流的多普勒效应 [69]。从人与自然亲近和谐的角

度考虑，如一些海滨浴场所处的近岸海域，波浪破碎

引起的离岸流（裂流）会对泳者带来生命安全隐患。

采用 Boussinesq 型数值模型或引入波浪辐射应力的

浅水模型对波生流进行高效预报或应重点考虑。

3.3    海床运动兴波的研究

海床运动引起的兴波可分为两类，第一类是由地

震引起的海啸波，第二类是海底滑坡运动引起的海啸

波。准确预报海啸波抵达时间以及在近岸幅度大小
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均要求计算模型具有较高精度的色散性和非线性特

征。近年来，一些学者应用不同精度的 Boussinesq 水

波模型来模拟海床运动导致的海啸波产生、传播演

化和近岸爬高 [70– 73]。在这些研究中，海床运动多假定

为刚体，其运动导致兴波是通过海底运动学边界条件

实现的，导致海啸波产生过程过于简化。精确再现海

床运动以及传播演化中的波浪幅度，都要求模型具有

较高的精度，在使用时需要注意 Boussinesq 型方程的

适用范围。也有学者将 Boussinesq 类方程用于库区

山体滑坡诱发波浪的传播模拟，由于方程具有色散

性，在模拟兴波传播过程中较不含色散性的非线性浅

水方程更为准确，但研究中多将滑坡体视为刚体，而

实际中山体滑坡多为松散体。海床运动兴波在近岸

的爬高和淹没范围是工程界关注的焦点，计算中涉及

水陆交界面，动边界的有效处理也是不容忽视的。

3.4    工程中其他波浪问题的应用研究

为了有效控制波浪对岸滩的侵蚀，工程师通常会

建设一座或多座潜堤来消耗波浪，这类工程在海岸水

域较为常见。抛石潜堤一方面反射波浪，另一方面由

于潜堤中渗透孔隙与水体之间存在线性与非线性阻

力，导致波能产生损耗，从而有效减少透射波浪。利

用波浪 Bragg 反射共振原理，合理布置多座潜堤将增

加波浪反射率。Boussinesq 方程中含水深的一阶和高

阶导数项，它们在模拟波浪与潜堤相互作用时往往产

生重要影响，合理优化相关参数有助于改善不同地形

上的波浪反射与透射性能 [74]。实践中，工程问题多关

注强浪向和常浪向，特殊情况下也会考虑其他方向来

浪。方案比选中，一些防护结构的平面布置往往需要

考虑波浪条件，这可通过合理的 Boussinesq 模型计算

得到。在研究以上问题时，必须明确：（1）完全适合各

种陡坡地形的 Boussinesq 型方程并不存在，相关计算

结果仍需结合现场实际情况进行核定；（2）当采用

Bragg 反射共振特性，一部分波浪能量反射回到来浪

方向，这将与其他波浪叠加，或会对附近船舶的通航

造成一定的威胁，此时，断面可选用抛石潜堤，而适合

渗透的 Boussinesq 型方程恰好适用。

Boussinesq 型模型应用范围很广，它还可用于研

究河口波浪与水流相互作用、外海传入的低频波引

起港湾共振、船体运动产生的表面波与内波、波浪引

起的泥沙运动、近岸海床演变以及作用于建筑物的

波浪力等方面的计算。

4　结语

针对 1967-2018 年间的主要 Boussinesq 方程进行

了回顾，分析了常用水波方程的优缺点。作为一类高

效的计算模型，其在以下几个方面尚存发展空间：

（1）在理论层面，Boussinesq 型方程在一些特殊领

域可得到进一步发展和完善，如前文所述的一些方程

在某些性能方面存在改进空间。因此，我们关注点应

进一步结合实践需求，对适应各种特殊情况的水波方

程做相关研究，但始终应牢记，此类方程是波浪势流

理论，研究中应明晰适用范畴。

（2）在应用层面，强调掌握水波方程基本理论特

性基础上，利用已有 Boussinesq 方程研究更大水深的

自由表面波和内波等水波水动力问题。同时，也应注

重发展适合深海情况的水波模型应用，这对深水情况

下 Boussinesq 模型的计算效率也提出了较大挑战。

此外，在波浪与结构物相互作用层面，强调 Boussinesq
模型与其他模型的耦合势在必行。早在 2002 年，

Qi 和 Wang[75] 将改进的 Boussinesq 型水波方程和基

于 VOF 的 Navier-Stokes 模型进行耦合，远场采用

Boussinesq 方程，近场采用 Navier-Stokes 模型，这充分

考虑了两种模型的优点。鉴于该耦合模型中，采用

的 Boussinesq 方程性能相对还不够精确，三维 Boussinesq
方程可期望成为一个更强有力的计算工具。

Boussinesq 型方程在海岸波浪水动力的应用研究

之路依然很长。一方面，仍要继续加强基础工作的理

论研究，另一方面，更应强调理论要服务于工程实践

的理念。一切理论从工程实践中来，它们也必将到工

程实践中去加以检验。
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A review on the theory and application of Boussinesq-type
equations for water waves

Sun Jiawen 1,2,3，Fang Kezhao 3，Liu Zhongbo 2，Fan Haoxu 3，Sun Zhaochen 3，Wang Ping 1

(1. State Environmental Protection Key Laboratory of Marine Ecological Environment Restoration, National Marine Environmental Monit-
oring Center, Dalian 116023, China; 2. Transportation Engineering College, Dalian Maritime University, Dalian 116026, China; 3. State
Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering/DUT-UWA Joint Research Center for Ocean Engineering, Dalian University of Tech-
nology, Dalian 116024, China)

Abstract: Boussinesq-type equation is one of the important tools for simulating the propagation and evolution of
water waves. The theoretical derivation and numerical application of the Boussinesq-type water wave equation dat-
ing  back  to  1967  are  reviewed  with  the  hope  of  promoting  its  deep  development  and  application  in  the  fields  of
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coastal  and  ocean  engineering.  From the  theoretical  point  of  view,  the  derivation  of  such  equations  mainly  starts
from Euler equations or Laplace equations. Under the conditions of certain nonlinearity and gentle slope assump-
tions, a variety of Boussinesq-type water wave equations have been proposed worldwide. Through the comparisons
with the related theories of Stokes waves, these equations are investigated with respect to phase velocity, group ve-
locity, linear shoaling gradient, second-order nonlinearity, third-order nonlinearity, dispersion characteristics due to
amplitude dispersion, velocity distribution along the vertical column, sub- and super harmonics etc. The majority of
Boussinesq-type equations in literature for waves are reviewed and grouped into two categories, namely horizontal
two-dimensional type  and  three-dimensional  type.  The  usage  of  Boussinesq-type  equations  involved  with  per-
meable media and the presence of fluid stratification are also briefly described and commented. Finally, the applica-
tion of these equations is summarized and analyzed.

Key words: Boussinesq-type equations；dispersion；nonlinear property；linear shoaling property；numerical applications
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