
书书书

第８２卷 　 第１０期

２００８ 年 １０ 月
　　 地 　 质 　 学 　 报　　ＡＣＴＡＧＥＯＬＯＧＩＣＡＳＩＮＩＣＡ　　

Ｖｏｌ．８２　Ｎｏ．１０

Ｏｃｔ．　２００８

注：本文为国家重点基础研究发展规划“９７３”项目“中国煤层气成藏机制及经济开采基础研究”（编号２００２ＣＢ１１７００９）、国家科技重大专项

“大型油气田及煤层气勘探开发”（编号２００８ｚｘ０５０００１４０６）和中国石油２００６年风险基金（石油大学０２）资助成果。

收稿日期：２００８０５０７；改回日期：２００８０９１６；责任编辑：周健。

作者简介：张劲，男，１９６３年生。副教授，主要从事油气井增产方面的研究。通讯地址：１０２２４９，中国石油大学（北京）石油天然气工程学院

水力压裂实验室；电话：０１０－８９７３４５９３；Ｅｍａｉｌ：ｚｈｊ７１８＠１２６．ｃｏｍ。

层状煤岩介质的基本解

张劲，牟善波，张士诚
中国石油大学（北京），北京，１０２２４９

内容提要：煤岩的水力压裂实际上就是半无限大分层均匀介质的断裂问题，要利用有限元法或边界元法模拟

裂缝扩展，就必须找出半无限空间的基本解。本文从三维弹性力学最基本的平衡方程和本构关系出发，推导出状

态传递微分方程。在求解状态传递微分方程时，对指数矩阵进行分解，避免了直接解法导致状态变量的发散。引

入了半无限体的无穷边界条件，推导出半无限层表面的位移与应力关系式。根据状态传递方程，可得出层状煤岩

任意点的应力和位移的值。此结果可直接退化到经典的半无限域经典的 Ｍｉｎｄｌｉｎ解。

关键词：传递矩阵；积分变换；基本解；Ｍｉｎｄｌｉｎ解

　　水力压裂的过程，一般需要在目标层中，通过井

筒注入高压液体以尖劈目标层，从而形成并延伸裂

缝。为了使产生的裂缝在高压液体返排后不致于闭

合，在形成裂缝以后，接着泵注混有支撑剂的携砂

液。携砂液将继续延伸裂缝并将支撑剂留在裂缝

内。当支撑剂泵送完毕后，将粘性压裂液破胶降为

低粘度的液体流回井内，然后返排回到地面。在目

标层内留下一条高导流的裂缝，以利油和气由地层

远处流向井底。裂缝一般在井的两边形成对称的两

翼，大体在垂直平面内延伸。

煤岩的水力压裂实际上就是半无限大分层均匀

介质的断裂问题，要利用有限元法或边界元法模拟

裂缝扩展，就必须找出半无限空间的基本解。

Ｂｅｎｉｔｅｚ＆Ｒｏｓａｋｉｓ（１９８７）利用Ｂｕｆｌｅｒ（１９７１）和

Ｂａｈａｒ（１９７２）提出的矩阵传递法和ＣａｙｌｅｙＨａｍｉｌｔｏｎ

定理（Ｓｈａｍｅｓｅｔａｌ．，２００４），导出了单层和多层各

向同性无限大物体的点力解，并给出了状态变量的

积分表达式。他们通过观察发现在被积函数中增加

一乘子ｅ－ρ可以保证状态变量可积性，而且修正后

的结果能满足平衡方程和应力边界条件。但对被积

函数的这种修正要有相当高的技巧。

范加让（１９９６）系统地论述了状态空间法，并利

用三角级数展开得出了层合厚板壳问题的精确解。

丁浩江等（１９９６）由横观各向同性弹性力学基本方程

出发，推导出含应力和位移两类变量的混合方程，利

用Ｆｏｕｒｉｅｒ变换和丁浩江等（１９９６）得出的横观各向

同性弹性力学问题的通解，求解出状态传递矩阵的

具体形式。由此得出的无限大横观各向同性弹性层

点力解可直接退化到无限体的 Ｋｅｌｖｉｎ解和半无限

体的 Ｍｉｎｄｌｉｎ解。

本文从三维弹性力学平衡方程出发，利用各向

同性的本构关系，推导出煤岩分层各向同性物体在

单位点荷载作用下的矩阵传递方程。在矩阵传递方

程求解中对指数矩阵进行分解，使分解后的矩阵中

每列的元素只含有ｅ－ρ狕或只含有ｅρ狕，以便能方便地

处理无限大物体的边界条件。同时给出了一些典型

情况的基本解。所得结果经验证可直接退化到无限

大物体在集中力作用下的 Ｋｅｌｖｉｎ解和半无限大物

体在集中力作用下的 Ｍｉｎｄｌｉｎ解。由此证明了本方

法的正确性。

１　场方程

首先，我们考虑一层状半无限体中任一单层各

向同性介质。假设一任意点荷载作用在离该层上表

面为犺处。选取局部直角坐标原点在上表面，狕轴

铅垂向下，如图１所示。每一层状介质的场方程为：

平衡方程 　σ犻犼，犼＋犉犻＝０ （１）

本构关系　σ犻犼＝λ狌犽，犽δ犻犼＋ν（狌犻，犼＋狌犼，犻） （２）
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图１　分层均匀半无限煤层作用沿Ｘ轴方向的单位点力

Ｆｉｇ．１　Ａｕｎｉｔｐｏｉｎｔｆｏｒｃｅｅｘｅｒｔｅｄｏｎｔｈｅｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ

ｃｏａｌａｌｏｎｇＸａｘｉｓｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

其中，λ，ν是弹性常数。选取状态变量为：犡＝

［σ狕狕 σ狓狕 σ狔狕 狌狓 狌狔 狌狕 ］犜，由方程（１）和（２）

得到如下状态方程：

状态方程　


狕
犡＝犃犡＋犅 （３）

经二重Ｆｏｕｒｉｅｒ变换可以得出Ｆｏｕｒｉｅｒ变换域

下的状态微分方程：



狕
珦犡＝珦犃珦犡＋珟犅 （４）

下面我们来讨论矩阵方程求解。在矩阵方程

（４）的两边同乘ｅ－
珦犃狕，有：

ｅ
－珦犃狕珦犡（狕）

狕
＝ｅ－

珦犃狕珟犅 （５）

将指数矩阵按下列方式进行分解：

珦犜（狕）≡ｅ
珦犃狕＝珟Φ［狕］珟Φ

－１［０］ （６）

将上式代入（５），且方程的两边前乘珟Φ
－１（０），化

简后得到：

　珦犡（狕）＝珟Φ（狕）［珟Φ
－１（０）珦犡（０）＋∫

狕
０
珟Φ
－１（狊）珟犅犱狊］ （７）

这里，指 数 矩 阵 ｅ
珦犃狕 的 表 达 式 可 利 用 Ｃａｙｌｅｙ

Ｈａｍｉｌｔｏｎ定理（ＢｅｎｉｔｅｚａｎｄＲｏｓａｋｉｓ，１９８７）求得。

对 珦犜（狕）中的元素进行分析可知，珦犜（狕）中的每

个元素有如下的一般形式：

珓狋犻犼＝（α犻犼＋α′犻犼狕）ｅ
±ρ狕 （８）

其中，ρ＝ ξ
２＋η槡

２，是矩阵珦犃的特征值。

因此我们可以设矩阵珟Φ（狕）中各列元素的表达

式如下：

珘犪犻犼＝（犮犻犼＋犮犻犼′狕）犲
－ρ狕，　犼＝１，　３，　４

珘犪犻犼＝（犮犻犼＋犮犻犼′狕）犲ρ
狕，　犼＝２，　５，　６ （９）

利用关系式（６），比较系数可求出珟Φ（狕）中珘犪犻犼的待定

系数。

物理域下的解：水平面内的各应力分量珓σ狓狓、珓σ狔狔

和珓σ狓狔也可按照求状态变量的方法，利用平衡方程

（１）和本构关系（２）经Ｆｏｕｒｉｅｒ变换求得。

在式（７）中，代入边界条件，即可求出Ｆｏｕｒｉｅｒ

域下状态变量的解。将Ｆｏｕｒｉｅｒ域下得出的解进行

Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换即可得出物理域下的解。

２　广义 Ｍｉｎｄｌｉｎ解

２．１　通解

设层状半无限体的上表面自由，在离第犿 层的

上表面为犺处作用一沿狕轴的单位集中力。取局部

坐标轴原点在每一层的表面，ｚ轴方向向下。则：

珟犅＝ －
１

２π
δ（狕－犺）　０　０　０　０　［ ］０ （１０）

对除犿和狀层的每一层传递方程为：

珦犡犻（狕犻）＝珦犜犻［狕犻］珦犡犻（０） （１１）

犿层传递方程为：

珦犡犿（狕犿）＝珦犜犿［狕犿］珦犡犿（０），　狕犿＜犺 （１２）

珦犡犿（狕犿）＝珦犜犿［狕犿］珦犡犿（０）＋

珟Φ犿［犺］珟Φ
－１
犿 ［犺］－

１

２π
　０　０　０　０　［ ］０

犜

　　狕犿≥犺

（１３）

对半无限层狀，由于状态变量为有限值，因此矩阵

珟Φ狀［狕］中所有含ｅρ
狕项应置为零。故有：

珦犡狀（狕狀）＝珦犜狀［狕狀］珦犡狀（０）

＝珟Φ狀［犺］珟Φ
－１
狀 ［０］珦犡狀（０） （１４）

２．２　边界条件的处理

由半无限层的传递方程（１４）可得：

珘狌狀狓（狕狀）

珘狌狀狔（狕狀）

珘狌狀狕（狕狀

熿

燀

燄

燅）

＝

珓狋狀４１ 珓狋
狀
４２
珓狋狀４３ 珓狋

狀
４４
珓狋狀４５ 珓狋

狀
４６

珓狋狀５１ 珓狋
狀
５２
珓狋狀５３ 珓狋

狀
５４
珓狋狀５５ 珓狋

狀
５６

珓狋狀６１ 珓狋
狀
６２
珓狋狀６３ 珓狋

狀
６４
珓狋狀６５ 珓狋

狀

熿

燀

燄

燅６６

珓σ
狀
狕狕（０）

珓σ
狀
狕狓（０）

珓σ
狀
狕狔（０）

珘狌狀狓（０）

珘狌狀狔（０）

珘狌狀狕（０

熿

燀

燄

燅
）

（１５）

在上式中，令狕狀＝０，则可解得：

珘狌狀（０）

珘狌狀狔（０）

珘狌狀狕（０

熿

燀

燄

燅）

＝珟犱

珓σ
狀
狕狕（０）

珓σ
狀
狕狓（０）

珓σ
狀
狕狔（０

熿

燀

燄

燅
）

（１６）

这里，

珟犱＝

１－珓狋狀４４ －珓狋狀４５ －珓狋狀４６

－珓狋狀５４ １－珓狋狀５５ －珓狋狀５６

－珓狋狀６４ －珓狋狀６５ １－珓狋狀

熿

燀

燄

燅６６

－１珓狋狀４１ 珓狋
狀
４２
珓狋狀４３

珓狋狀５１ 珓狋
狀
５２
珓狋狀５３

珓狋狀６１ 珓狋
狀
６２
珓狋狀

熿

燀

燄

燅６３

（１７）

从第一层的上表面一直递推到最底层的上表面，建

１５４１
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立了一个６阶矩阵方程。６个方程６个未知数［表

面的位移珘狌１狓（０）、珘狌
１
狔（０）和珘狌

１
狕（０）及最底层的应力珓σ

狀
狕狕

（０）、珓σ
狀
狕狓（０）和珓σ

狀
狕狔（０）］，解出这６个未知数，再根据状

态传递方程即可得出任意层任意位置的应力状态和

位移。

２．３　基本量的求解

由层间完全连接条件可得：

珦犡犻－１（犎犻－１）＝珦犡犻（０）　（犻＝１，２，…狀）　（１８）

根据传递矩阵方程和层间连接条件，有：

珦犡１（犎１）＝珦犜１（犎１）珦犡１（０）

珦犡２（犎２）＝珦犜２（犎２）珦犡２（０）

＝珦犜２（犎２）珦犜１（犎１）珦犡１（０）

………

珦犡犿－１（犎犿－１）＝珦犜犿－１（犎犿－１）珦犡犿－１（０）

＝珦犜犿－１（犎犿－１）珦犜犿－２（犎犿－２）

　…珦犜１（犎１）珦犡１（０） （１９）

当　狕犿≤犺　时，

珦犡犿（狕犿）＝珦犜犿（狕犿）珦犡犿（０）

＝珦犜犿（狕犿）珦犜犿－１（犎犿－１）珦犜犿－２（犎犿－２）…

珦犜１（犎１）珦犡１（０） （２０ａ）

当　狕犿≥犺　时，

珦犡犿（狕）＝珦犜犿（狕犿）珦犜犿－１（犎犿－１）珦犜犿－２（犎犿－２）…

珦犜１（犎１）珦犡１（０）＋珟Φ犿（犺）珟犳 （２０ｂ）

……

珦犡狀－１（犎狀－１）＝珦犜狀－１（犎狀－１）…珦犜犿（犎犿）…珦犜１

（犎１）珦犡１（０）＋珦犜狀－１（犎狀－１）…

珦犜犿＋１（犎犿＋１）珟Φ犿（犺）珟犳 （２０ｃ）

由层间连接条件珦犡狀（０）＝珦犡狀－１（犎狀－１），式（２０ｃ）可

改写为：

珟Σ狀

珦犝［ ］
狀

＝珦犜犖
珟Σ０

珦犝［ ］
０

＋
珟犆Σ犳

珟犆［ ］犝
犳

（２１）

其中，

珦犜犖＝珦犜狀－１（犎狀－１）…珦犜犿（犎犿）…珦犜１（犎１）

珟犆Σ犳

珟犆［ ］犝
犳

＝珦犜狀－１（犎狀－１）…珦犜犿＋１（犎犿＋１）珟Φ犿（狕）珟犳

（２１ａ，ｂ）

珦犝０，珦犝狀 分别表示Ｆｏｕｒｉｅｒ变换空间下自由表面和第

狀层上表面的位移；珟Σ０，珟Σ狀 分别表示Ｆｏｕｒｉｅｒ变换空

间下自由表面和第狀层的上表面的应力。

将矩阵方程（２１）中传递矩阵分块化简得：

珦犝０＝（珟犱珦犜
Σ犝
犖 －珦犜

犝
犖）

－１（珟犆犝犳－珟犱珟犆
Σ
犳）

珟Σ狀＝珦犜
Σ犝
犖 （珟犱珦犜

Σ犝
犖 －珦犜

犝
犖）

－１（珟犆犝犳－珟犱珟犆
Σ
犳） （２２ａ，ｂ）

在传递矩阵方程中初始条件珦犡１（０）已求出。根据传

递矩阵方程，可计算出在Ｆｏｕｒｉｅｒ变换域下的任一

层的应力和位移值，再经过Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换即可得

出真实域中任一层任一点的应力和位移值。

３　基本解的验证及退化

设在离表面距离为犺处作用一与狕轴重合的单

位集中力。将半无限体分成两层情况来处理，上层

的厚度为２犺，下层为不含任何力作用的半无限体。

厚度为２犺层的传递方程为：

当　狕１≤犺　时，

珦犡１（狕１）＝珦犜１（狕１）珦犡１（０） （２３ａ）

当　犺＜狕１≤２犺　时，

珦犡１（狕１）＝珦犜１（狕１）珦犡１（０）＋珟Φ１（犺）珟犳 （２３ｂ）

半无限层的传递方程为：

珦犡狀（狕狀）＝珦犜狀（狕狀）珦犡狀（０） （２４）

界面连接条件为：

珦犡１（２犺）＝珦犡狀（０） （２５）

由传递方程和连接条件可得：

珦犡１（２犺）＝珦犜１（２犺）珦犡１（０）＋珟Φ１（２犺）珟犳＝珦犇狀珟Σ犖

（２６）

将（２６）中的各矩阵分块，解得：

珟Σ狀＝

－
１

４π
［（１＋ｅ２ρ犺）＋ρ犺

（λ＋犌）（３＋４ρ犺＋ｅ
２ρ犺）＋４犌

λ＋２犌
］ｅ－３ρ犺

犻ξ
４π（λ＋２犌）

［犌
（１－ｅ２ρ犺）

ρ
－犺（λ＋犌）（１＋４ρ犺＋ｅ

２ρ犺）－４犌犺］ｅ－３ρ犺

犻η
４π（λ＋２犌）

［犌
（１－ｅ２ρ犺）

ρ
－犺（λ＋犌）（１＋４ρ犺＋ｅ

２ρ犺）－４犌犺］ｅ－３ρ

熿

燀

燄

燅
犺

（２７）

将式（２７）进行Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换，即可得出真实解。

所得的真实解与经典的 Ｍｉｎｄｌｉｎｅ解完全一致。现

仅验算狕轴正应力，有：

σ狕狕（２犺）＝
１

２π
∫
∞
－∞∫

∞
－∞－

１

４π
［（１＋ｅ２ρ犺）

＋ρ犺
（λ＋犌）（３＋４ρ犺＋ｅ

２ρ犺）＋４犌
λ＋２犌

］ｅ－３ρ犺犱ξ犱η
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＝∫
∞
０ρ －

１

４π
［（１＋ｅ２ρ犺）｛ ＋

ρ犺
（λ＋犌）（３＋４ρ犺＋ｅ

２ρ犺）＋４犌
λ＋２犌

］ｅ－３ρ ｝犺 犑０（ρ狉）犱ρ
＝
２犺３（ν－２）＋狉

２（２ν－１）

８π（１－ν）（狉
２＋犺２）５

／２ ＋

狉４犺（１－２ν）＋１６２犺
５（１１ν－１４）＋９狉

２犺３（２０ν－７）

８π（１－ν）（狉
２＋９犺２）７

／２

由此可以看出，上述利用矩阵传递方程推出的结果

与经典弹性力学得出的结果（ＳｈａｍｅｓａｎｄＰｉｔａｒｒｅｓｉ，

２００４）完全一致。利用类似的方法也可求得无限大

物体在集中力作用下的Ｋｅｌｖｉｎ解。
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